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  با نام او

1پيوست -4  

  هرويتز،_الگوريتمِ روث

اي بـا   هايِ سمت راسـتيِ يـك چنـد جملـه     برايِ تعيينِ تعداد ريشه 

  ضرايب حقيقي

  

ايِ مشخصه سامانه به لحاظ سمت چپي و يا راستي اطلاع يافتن از ريشه هاي چند جمله

هرويتز ما را -الگوريتمي به نام روث. دار استبودن، در بحث پايداري از اهميت بسيار بالايي برخور

اي با ضـرايب حقيقـي، بسـيار كمـك     هاي سمت راستي يك چند جملهبراي تشخيص تعداد ريشه

  . كندمي

ما در اينجا به اينكه درستيِ اين الگوريتم از كجا آمده است و يا چرا چنين نـامي گرفتـه   

ابتـدا الگـوريتم را در    .پـردازيم  ستفاده از آن مـي است، متأسفانه، كاري نداريم و فقط به چگونگيِ ا

  .كنيم گوشزد ميحالت كلي مطرح و سپس با چند مثال نكات اساسي را 

FG?G  معادلة + FGH%?GH% + FGH,?GH, + ⋯ + F%? + F; = را  0

  .مخواهيم تعداد ريشه هاي سمت راستي آن را تعيين كني مي. در نظر بگيريد
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ابتـدا دو  براي اين كـار  . در اين روش لازم است ضرايب معادله در چند رديف مرتب شود

  :رديف اول را به ترتيبِ زير بسازيد

                 )1 -1پ(

   ?G FG      ?GH% FGH%
FGH, FGH� ⋯FGH& FGHJ ⋯

  ?GH,     ↓⋮    …?%
?;     ……

 
  

  :آنگاه رديف سوم را از رويِ دو رديف اول به صورت زير بسازيد  

,GH?              )2 -1پ(     NOP1NOPCHNONOP2
NOP1     NOP1NOP3HNONOPQ

NOP1     NOP1NOPDHNONOPR
NOP1  

، سـتونِ دوم در رديـف   و دوم اولتوجه كنيد كه ستونِ اول در رديف جديد، از دو ستونِ 

و آخرِ دو رديف  اولو سوم و به همين ترتيب تا ستونِ آخر كه از دو ستونِ  اولجديد، از دو ستونِ 

  .گردد بالا درست مي

پس كافي است در ادامه، هر رديف بعدي را از رويِ دو رديف بالاترش دقيقاً به همـان  س

 اول ساخته شد، بسازيد تا به رديف سوم از رويِ دو رديف 0ترتيبي كه در بالا، رديف
s برسيد.  

  :قاعدة زير برقرار استآنگاه، 

  هايِ رخ داده در ستونِ اول تعداد تغييرِ علامت= هاي سمت راستي  تعداد ريشه               )3 -1پ(

  .گردد اي در اين روش، بيان مي ، نكات ويژهها در ضمن مثالدر ادامه 
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   - 1 - 1مثال پ

  .مكنيم تا نتايج را مشاهده كني ها را خودمان دانسته انتخاب مي در اينجا ريشه

s+        )4 -1پ( − 1-+s + 2-+s − 5- = s& − 4s, − 7? + 10 

                )5 -1پ(

?& 1   −7?, −4   10? 
%

?;          
,SH%;

H� = HT
,H�JH;

H�.J = 10   0  
  

ضي ضرايب، مطمئن بوديم كه حتماً ريشة سمت راستي از ابتدا نيز از رويِ منفي بودنِ بع

  !چرا كه دو تا تغييرِ علامت داريم! حالا معلوم شد كه دو تا! دانستيم چند تا؟ داريم، ولي نمي

   - 2 - 1مثال پ

  سمت راستي داريم يا نه؟ريشه اند ولي ببينيم آيا واقعاً  در اينجا تمامِ ضرايب مثبت

�?              )6 -1پ( + 16?& + 41?, + 20? + 2100 

      )7 -1پ(

?�
?&                       1                       4116                       20 21000
?  ?%

,

 
   %:×�%H,;

%: = :&:
%:    :%×,%;;

%:D2D
1D ×,;H,%;;×%:

D2D
1D

= H&,S;J
D2D
1D

0
  

?; 2100   
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  !دو تا ريشة سمت راستي دارد، چرا كه دو تا تغييرِ علامت داريم: نتيجه  

   - 3 - 1مثال پ

ادامـة كـار را    و آيد مي به وجودونِ اول صفر كنيم به اينكه در ست در اين مثال برخورد مي

V  راه حل اين خواهد بود كه به جاي آن. كند مشكل مي > -دهيم و كار را دنبـال مـي  قرار مي0

  : كنيم

�s         )8 -1پ( + ?& + 3?, + 3? + 5  

          )9 -1پ(

?�            1               3            5s&             1               3            0s,     0 = ϵ > 0       5               
s%    Y×&HJ

Y = HJ
Y       0               

s;         5                                    
        

  !، چرا كه دو بار تغييرِ علامت داريمدو تا ريشة سمت راستي دارد: نتيجه

كـه لازم اسـت    آيـد  كنيم به اينكه تمامِ يك رديف صفر درمي برخورد مي در برخي موارد

ايـن حالـت خـاص مفهـومِ     . ايِ رديف بالايش، احيا كنـيم  گيري از چندجمله اين رديف را با مشتق

اي اصلي اسـت كـه ايـن     د جملهاي رديف بالا يك ضريب از چن جالبي دارد و آن اينكه چند جمله

ايِ  اي اصلي نيز خواهد بود و چون اين حتماً از چنـد جملـه   هاي چند جمله هايش، ريشه يعني ريشه

ماننـد همـين   (آوردن باشـند  به دستتر قابلِ  هايش هم راحت تر است، شايد ريشه اصلي، كم درجه

 ).مثال
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    - 4 - 1مثال پ 

  :اي زيرهاي سمت راستي چند جملهت تعيين تعداد ريشهمطلوب اس

&s                 )10 -1پ( + 2s, + 2? + 4 

         )11 -1پ(

      ?&            1             2s,           2             4 ↓ 2s, + 4
s%  ;, = 0        0

       s+GZ[-% 8        0 →    8s + 0      \
s;             5                   

  

ولي توجه كنيـد  ! هيچ ريشة سمت راستي ندارد، چرا كه هيچ تغييرِ علامت نداريم: نتيجه

 2كه عبارت?, + ايِ  هايِ چندجمله يِ آن، ريشهها لذا ريشه. اي اصلي است ضريبي از چند جمله 4

توانيـد بـا خـارج     ضمناً مـي . نيز داريم ^2√±يعني ما دو ريشة موهوميِ خالصِ ! اصلي نيز هستند

   :توجه كنيد. كردنِ اين ضريب، ريشة ديگر را نيز به دست آوريد

&s          )12 -1پ( + 2s, + 2s + 4 = +s, + 2-+s + 2-  

   - 5 - 1مثال پ

 k ضمناً. را برايِ پايداري تعيين كنيدk  يِ آن نوسـانيِ  ها به ازا ريشهيي را تعيين كنيد كه

  .كامل گردد
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&s    )13 -1پ( + 2s, + 10 + �+?, + 2?- = ?& + +� + 2-?, + 2�? + 10 

           )14 -1پ(

?&                    1                  2�?,                     � + 2                   10
?%     ,_+_0,-H%;

_0, = ,`_C0,_HJa
_0,    0

?; 10  
  

�بايد دو عبارت : نتيجه + C0,_HJa_`و  2
_0, را بر حسبِ تغييرات k    زمـان   بـه طـور هـم

  .تعيين علامت نمود تا بتوان در نواحيِ گوناگونِ به دست آمده در مورد پايداري داوري نمود

6√هـايِ كـوچكتر از   kبـرايِ  : پس از تعيين علامت، نتيجه خواهيد گرفت كـه  − دو  1

برايِ درست همين مقدار، نوسانيِ . بودريشة ناپايدار خواهد داشت و برايِ بزرگتر از آن پايدار خواهد 

 1.7كامل خواهد بود با فركانسِ حدود bFB ?9  

   - 1 - 1پ  نيتمر

شوند نيز بحـث كنيـد و سـعي كنيـد وضـعيت       برايِ شرايطي كه اين دو عبارت صفر مي

  .تر تعيين كنيد ها را هر چه روشن ريشه

   - 2 - 1پ  نيتمر

-هـاي سـمت راسـتيِ چندجملـه    با استفاده از الگوريتمي كه آموختيد در مورد تعداد ريشه

اي كه ممكن است در ميـان  در شرايط ويژه(هايي را ضمناً چنانچه ريشه. هاي زير قضاوت كنيد اي

  . ائه كنيدتوانيد تعيين كنيد، آنها را نيز ارمي) هرويتز برخورد كنيد-اجراي روث
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J?          )15 -1پ(  + 3?� + 6?& + 18?, + 25? + 75  

J?            )16 -1پ(  + 3?� − 5?& − 15?, + 4? + 12  

�2s                )17 -1پ(  + 3s& + 6s, + 9? − 1  

sd          )18 -1پ(  + s: + sJ + s� + s& + s, + ? + 1  

   - 3 - 1پ  نيتمر

دانشجويي معادله مشخصة يك سامانه را به صورت زير بـه دسـت آورده اسـت و ضـمناً     

  .اميدوار است، بزرگترين ثابت زماني سامانه، كوچكتر از نيم ثانيه باشد

&s        )19 -1پ(  + 17?, + 82? − 120  

خواهد براي اينكه بتواند در مورد ثابت زمانيِ سامانه قضاوت نسبتاً خوبي داشته باشد، مي 

يعنـي سـمت   ( دارد؟ -2اي با مقدار حقيقي بزرگتر از آيا اين معادله، ريشه: به اين سؤال پاسخ دهد

  . با استفاده از روش روث هرويتز به او كمك كنيد) چند ريشه دارد؟ -2راست 

    

  

    .ستايش از آن خداوند است
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  با نام او

  

2پيوست -5  

ي تغيير يـك  به ازااي  هاي يك چند جمله تعيين مكان هندسي ريشه

  ضريب 

آيـد در ايـن بخـش قـرار اسـت محاسـبات و       همان طور كه از عنوان اين پيوست بر مي

رياضياتي و هندسي را بياموزيم ولي بايد توجه داشته باشـيد كـه ايـن هندسـه و      هاي صرفاًتحليل

ساز  خورد؛ البته به خاطر موضوع طراحيِ جبران محاسبات مربوطه بيشتر به درد مهندسان كنترل مي

ــدايت ــة ه ــناخت. در حلق ــر ش ــابع      اگ ــا ت ــوان ب ــا را، بت ــه خط ــدام علي ــرانجامِ اق ــا س ــا ت از خط

نتايج  هايِ هاي همة تابع تبديل توان گفت كه قطب يان نمود، آنگاه همواره ميب�������� تبديل

  :هاي معادلة زير هستند  حلقه پاسخ

1      )1 -2پ(  + ����� = 1  يا   0 + � ������ = ����    يا  0 + � ���� = 0  

، ديگـر در اينجـا   �با  �هاي  و قطبالبته به جز آنهايي كه به دليل حذف احتماليِ صفر 

  .براي اين موضوع به متنِ اصلي ذيل تعريف پايداري مراجعه گردد. شوند ديده نمي
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هـا   مند به تعيينِ جايِ اين قطـب شد كه مهندسان كنترل علاقه متن اصلي شرح دادهدر 

را بـه   �تواننـد  مـي چراكه به اين ترتيب . هستند �به ازايِ تغييرِ ضريبِ ) مكان هندسي قطب ها(

  .ها در جايِ مورد نظر قرار گيرند اي تعيين كنند كه اين قطبگونه

هستند كه به  ��������هاي مخرج و صورت  اي چندجمله � و �) 1-2پ(در عبارات 

ضمناً در ادامه فرض بر ايـن اسـت كـه ضـريب     . نمايش داده شده است �����صورت خلاصه 

همواره حاصـلِ تقسـيمِ ضـريبِ     �يا به عبارت ديگر  .است 1اي  و چندجملهبزرگترين درجة اين د

 در متنِ اصلي و ذيـلِ . مخرجِ آن استبه ضريبِ بزرگترين درجة  �����بزرگترين درجة صورت 

يـا بهـرة    �����هـا، ايـن ضـريب را بهـرة پـرشِ تـابع تبـديلِ         مبحث رفتارشناسيِ تابع تبـديل 

كارگيريِ اين بهره در اينجاست كه بـه  گذاري، دقيقاً به مناسبت به اين نام. ماي هندسي ناميده مكان

  .زودي خواهيم ديد

  :هاي زير درآورد را به هر يك از صورت) 1-2پ(توان رابطة پس مي

1                )2 -2پ( + � ����������⋯����������⋯ = 0      

  يا

1                )3 -2پ( + � ����������…���������������…����� = 0 
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در . ، بيشتر مورد استفاده است)3 -2پ(هاي حلقه، صورت در تعيين مكان هندسي قطب

خـواهيم از جـايِ    با خبـريم و مـي   ��هايِ �ها و �است كه ما از  واقع در اين كار فرض بر اين

  .ـ باخبر شويم هاي معادلة بالاست هايِ نتيجة حلقه ـ كه همان ريشه قطب

هاي تابع تبديل قرار گيرد لازم اسـت دو  قطب اي بر رويِ مكان هندسينقطهبراي آنكه 

اين دو شرط نيز به سادگي . نامند اندازه مييكي را شرط زاويه و ديگري را شرط . شرط رعايت شود

  :آيد از روي همان معادلة بالا به صورت زير به دست مي

��          )4 -2پ( ���� = −  ! = "# !# ∠ ± 180 , … ∶ �           ضرايبِ  فرد(   > 0
# !# ∠0 , ±360 , … ∶ �      ضرايبِ زوج(   < 0 . 

در ادامه بايد توجه كنيم كـه بـه   . شود از اين عبارت هر دو شرط زاويه و اندازه نتيجه مي

 لحاظ هندسي هر عبارت مانند� − �و پايانِ آن  �، معادلِ برداري است كه ابتدايِ آن جايِ صفرِ  

صـل از  در شكل زير يك نمونه بردارِ واصل از صفر به مكان و يك نمونـه بـردار وا  . است �مكانِ 

بر روي مكان هندسـي   sدارد و براي آنكه  اياين بردار زاويه و اندازه. اند قطب به مكان رسم شده

هاي شرط قرار گيرد لازم است مقدار زاويه و اندازه آن) 1-2پ(هاي معادله ريشه(هاي حلقه قطب

  .مذكور را رعايت كند

  



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

  

هاي اين بردارها به همراه بردارهاي  توان با يك بردار نشان داد؛ زوايا و اندازه
  .اند بر روي شكل نشان داده شده

توان شـرط زاويـه و شـرط انـدازه را      اگر همة اين بردارهاي ممكن را در نظر بگيريم، مي

به صـورت زيـر بيـان    ) بودن روي مكان( ي حلقه

– زوايايِ بردارهاي واصل از صفرها هاقطب  از 

     
هاقطب صلوا از  هاي اندازه بردارهاي  حاصل ضرب 

هاي اندازه بردارهاي واصل از صفرها حاصل ضرب 
= |�| 

  :اگر همين عبارات را با نمادها بنويسيم خواهد شد

∑ 2��3�456 − ∑ 2��7�896 = :−180° +       0° + 

هاي يك چند جمله تعيين مكان هندسي ريشه -2پيوست 

284  

توان با يك بردار نشان داد؛ زوايا و اندازه را مي s-pيا  s-zنند هر عبارت ما – 1 -2شكل پ
s ،-p  و–z بر روي شكل نشان داده شده

اگر همة اين بردارهاي ممكن را در نظر بگيريم، مي

ي حلقههابراي قرار گرفتن بر روي مكان هندسي قطب

  .نمود

= زوايايِ بردارهاي واصل         )5 -2پ( 
:−180° + 2=�180�   � > 0       0° + 2=�180�     � < 0. 

               )6 -2پ(

اگر همين عبارات را با نمادها بنويسيم خواهد شد

+             )7 -2پ(  2>�180�   � > 0+ 2>�180�     � < 0.
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∏                   )8 -2پ( @A�9��BC�∏ @D�5��EC� = |�| 

گـردد، از شـرط زاويـه اسـتفاده      هندسي ارائه مي براي مكاندر همة نتايجي كه در ادامه 

لـذا  . رود كار مـي  شرط اندازه فقط براي به دست آوردن بهرة متناظر با مكانِ مورد نظر به. شودمي

   .شودعموماً در پايان محاسبات به كار گرفته مي

ايـن فـرض نتيجـة    . حقيقـي اسـت   Dو  Nهاي  اي شود همه ضرايبِ چندجملهفرض مي

هاي بهرة حلقه  هاي صورت و مخرج يعني صفرها و قطب مهمي دارد و آن اين است كه همة ريشه

، )هـاي نتيجـة حلقـه    يعني قطب(ندسيِ آنهاييم هايي كه به دنبال مكان ه و همين طور همة ريشه

ها يعني قطب. هاست اند يا اگر مختلط باشند حتماً مزدوجشان نيز جزو ريشه همه و همه، يا حقيقي

به محور حقيقـي   و صفرهاي بهره حلقه و مكان هندسي قطب هاي حلقه به لحاظ هندسي نسبت

  .ارنِ آنهاستاند و يا به عبارت ديگر محور حقيقي محور تق متقارن

 .گردد ها آغاز و به صفرها ختم مي مكان از قطب

توان نشان داد كه همه مسيرهايي كه بخشي از مكان هندسي قطب ها هستند با زياد مي

كافي است توجه كنيد كه براي زاوية . شوندها آغاز و به صفرها ختم مي، از قطب0از مقدار  kشدن 

لـذا  . توان نسبت داد ز هر صفر به خودش، هر مقداري را ميواصل از هر قطب به خودش يا ابردار 

اي كه مكان،  شود زاويه هر قدر كه در شرط زاويه برايِ اينكه مكان رويِ آنها باشد، كم آورديم، مي

  .آيد از آن قطب بيرون و يا به آن صفر فرود مي
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افي است حال فقط ك. جزو مكان است ��هاي  بنابراين معلوم شد كه همة صفر و قطب

براي اين كـار كـافي   . گردد ها شروع و به صفرها ختم مي گوييم از قطب استدلال كنيم كه چرا مي

|�|: دهد ها به دست مي اندازه براي جايِ قطبشرط . است به شرط اندازه توجه كنيد =  و براي 0

|�|: دهد جايِ صفرها به دست مي = زة بهـرة  ، به عبارت هندسي يعني به ازايِ تغييـرات انـدا  ∞

  .گردد ها شروع و به صفرها ختم مي ، مكان از قطب∞تا  0، از |�|پرش 

 .مكان و هم محور تقارنِ مكان است بخشي ازهمة محور حقيقي هم 

واصل از هـر   چرايي و چگونگي اين اصل، كافي است توجه كنيد كه هر برداربراي درك 

   °180دارد يـا   °0بـا محـور زاويـة     قطب و صفرِ حقيقي، به هر نقطـة دلخـواه از محـور حقيقـي،    

هنگـامي كـه    °180هنگامي است كه مكان، سمت راست آن صفر يا قطب اسـت و   °0. سازدمي

 را ببينيد 2 -2شكل پ! چپ استمكان، سمت .  



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

  

  .شودمي °180يا  °0هر صفر و قطب روي محور حقيقي، با هر نقطه روي آن محور

مـزدوج بـه هـر نقطـة       ها يا صفرهاي مخـتلط 

شود و لذا هيچ تأثيري رويِ شرط زاويـه بـراي ايـن    

  

- مي °360مختلط به هر نقطه روي محور حقيقي برابر با ) يا قطب

 .شود
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هر صفر و قطب روي محور حقيقي، با هر نقطه روي آن محور شده اززاويه بردار كشيده – 2 -2شكل پ

ها يا صفرهاي مخـتلط مجموع دو زاوية بردارهايِ واصل از قطب

شود و لذا هيچ تأثيري رويِ شرط زاويـه بـراي ايـن     مي °360دلخواه از محور حقيقي نيز برابر با 

 .را ببينيد 3 -2پ شكل. نقاط ندارد

يا قطب(شده از هر صفر مجموع زواياي بردار كشيده – 3 -2پ شكل
شود
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ضـريب فـرد و يـا     به اين ترتيب مجموع زوايا براي هر نقطة دلخواه از محور حقيقي، يـا 

  . استاست كه اين يعني همة محور حقيقي جزو مكان  °180ضريب زوج 

هاي مثبت بخشي از مكان �قسمتي از محور به ازاي اين است كه چه  پرسشولي حالا 

هايِ منفي است؟ پاسخ ساده است، كافي اسـت از  �دهد و چه قسمتي براي هندسي را تشكيل مي

 ـ  ايـم  ها و يا صفرها نرسيده جايي كه هنوز به هيچ يك از قطبـ  ترين قسمت محور حقيقي راست

تا پيش از آنكه به صفر يا قطبي برسيم مكـان بـراي   . شروع كنيم و آرام آرام به سمت چپ بياييم

اولـين   پـس از . هاي منفي قطبي بر روي اين قسمت قرار دارد kهاي منفي است، يعني به ازاي �

هايِ مثبت است و به همين ترتيب يك در �ا صفر بعدي، مكان براي قطب يا صفرِ آن تا قطب و ي

توانيـد   چرايـيِ آن را خودتـان بـه آسـاني مـي     . گـردد  ها جابجا مي ها و مثبت ميان مكان بينِ منفي

  .شده استاين موضوعِ ساده براي يك نمونه نشان داده  4 -2شكل پدر ! استدلال كنيد



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

  

شكل نشان داده شده است كه هر بخش از محور به ازاي چه مقاديري از 
  .در مكان قرار دارد

 هاي بينهايت خواهد بود به تعدادي كه قطبها از صفرها كمترند، مكان دارايِ شاخه

هـا از   ولي اگر تعـداد قطـب  . گردد ها شروع و به صفرها ختم مي

بـه راحتـي   ! ، به تعداد اين اختلاف، مكان كجا خواهد رفت؟

چنين شرايطي لازم است كه به سمتي حركت كند كه به لحـاظ انـدازه،   

گـوييم، مكـان بـه     اصطلاحاً در اين شرايط مي

هـا از   ها نيز به همـان تعـداد بيشـتر بـودنِ قطـب     

دو قطب داشته باشد و صفري نداشته باشد، آنگاه مكان دو شـاخة  

در واقـع بـه تعـداد    . ر اين اختلاف سه تا باشد، سـه شـاخه و بـه همـين ترتيـب     

گردند و تعـدادي   تر مي هايي به اين صفرها نزديك و نزديك

شـاخة، بـه    رونـد و اصـطلاحاً بـه   ماند به سمت بسـيار بـزرگ شـدن مـي    
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شكل نشان داده شده است كه هر بخش از محور به ازاي چه مقاديري از  تمام محور حقيقي جزء مكان است؛ در – 4 -2شكل پ
k در مكان قرار دارد

به تعدادي كه قطبها از صفرها كمترند، مكان دارايِ شاخه

ها شروع و به صفرها ختم مي قطب ديديم كه مكان از

، به تعداد اين اختلاف، مكان كجا خواهد رفت؟|�|تعداد صفرها بيشتر باشد، با ازدياد 

چنين شرايطي لازم است كه به سمتي حركت كند كه به لحـاظ انـدازه،   توان ديد كه مكان در  مي

اصطلاحاً در اين شرايط مي. نسبي، بسيار بزرگ گردند بردارهاي واصل به طور

ها نيز به همـان تعـداد بيشـتر بـودنِ قطـب      تعداد اين شاخه. كند هاي بينهايت ميل مي شاخه

دو قطب داشته باشد و صفري نداشته باشد، آنگاه مكان دو شـاخة   ��يعني اگر مثلاً . صفرهاست

ر اين اختلاف سه تا باشد، سـه شـاخه و بـه همـين ترتيـب     بينهايت دارد و اگ

 |صفرهاي موجود، با ازدياد�هايي به اين صفرها نزديك و نزديك ، قطب|

ماند به سمت بسـيار بـزرگ شـدن مـي     كلاه مي كه سرشان بي

  .گردند ب مياي مجان رونده بينهايت



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

ها را رسم نمود تا بدانيم روند مكـان تحـت ايـن شـرايط     

، كه شـرايط دور شـدنِ مكـان از صـفر و     5 -2

كافي از قطب و  اين قسمت از مكان به اندازة چون

. صفرها فاصله گرفته و دور شده است، زاوية واصل به آن از طرف همة آنها تقريبـاً يكسـان اسـت   

  

   .اطي از مكان كه به اندازه كافي از آنها فاصله دارد با هم برابرند

�=� − =��2 = :�2= + 1��180�       �           2=�180�        �
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ها را رسم نمود تا بدانيم روند مكـان تحـت ايـن شـرايط      و اما حالا بايد بتوان اين شاخه

2شكل پبه شرط زاويه و كافي است . چگونه است

چون. دهد، دقت كنيم هاي موجود را نشان مي قطب

صفرها فاصله گرفته و دور شده است، زاوية واصل به آن از طرف همة آنها تقريبـاً يكسـان اسـت   

  :دهد بناميم، شرط زاويه مي 2اگر اين زاويه را 

اطي از مكان كه به اندازه كافي از آنها فاصله دارد با هم برابرندها و صفرها به نقهاي كشيده شده از قطبزاويه -5 -2شكل پ

�          )9 -2پ( > 0� < 0.    G
  2 = "�HI� � JK∆8    � > 0                          

�HI� JK∆8       � < 0                       . 
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-شـاخه (ها توان تعداد مجانبهاي مختلف مي =∆با توجه به رابطه به دست آمده براي 

  .را تعيين كرد) هاي بينهايت

=∆             )10 -2پ(  = 1     G     M2!NK = 180° 2!OK = 0°     .  

0k <0k >

  

  .ها تنها يكي از تعداد صفر ها بيشتر باشد يك شاخه بينهايت وجود دارددر حالتي كه تعداد قطب – 6 -2شكل پ

=∆           )11 -2پ(  = 2     G     M2!NK = 90°  , − 90° 2!OK = 0°     ,   180°.  

0
k
>

0
k
>

0k <

0k <

  

 .ها دوتا از تعداد صفرها بيشتر باشد دو شاخه بينهايت وجود دارد كه بر هم عمودنددر حالتي كه تعداد قطب - 7 -2شكل پ

=∆       )12 -2پ( = 3     G     M 2!NK = 60°  , 180° , − 60° , 2!OK = 0°   ,   120°  , −120°  .  
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0
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<

0
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>

0k >

0

k
>

0

k
<

0k <

  

 .ها سه تا از تعداد صفر ها بيشتر باشد سه شاخه بينهايت وجود دارددر حالتي كه تعداد قطب - 8 -2شكل پ

=∆         )13 -2پ( = 4     G     M2!NK = 45°  , 135° , −135° , −45° 2!OK = 0°   ,   90°  , 180° , −90°  . 

0k <0k <

0k <

0k <

0k > 0k >

0k > 0k >

  

=∆براي  – 9 -2شكل پ =  .چهار شاخه بينهايت به صورت متقارن رسم مي شود 4

حـالا  . به دسـت آمدنـد   =∆ها و سپس زواية هر يك بر حسب  به اين ترتيب تعداد شاخه

براي اين كافي است ! گيرند؟ ها دقيقاً در كجايِ صفحه قرار مي معين شود كه اين شاخه لازم است
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هـا در يـك نقطـه رويِ محـور حقيقـي       از تقارن استفاده نماييد و توجه كنيد كه اولاً همـة شـاخه  

هاست كه از عبارت زيـر بـه دسـت     ثانياً اين نقطة تقاطع محلِ مركزيت صفرها و قطب. اند متقاطع

  :دآي مي

S                    )14 -2پ(  = ∑ �B�∑ �E∆8 

ها را به دقت رسم كرد و توجه داشـت كـه وقتـي     توان شاخه به اين ترتيب به راحتي مي

ضـمناً  . شود، مكان به آنها ميل خواهـد داشـت   يابد و بسيار بزرگ مياندازة بهرة مكان افزايش مي

هـا و صـفرها هـيچ مهـم نخواهـد بـود و فقـط         ه در عبارت بالا مقدار موهوميِ قطبتوجه كنيد ك

هـا، مقـدار موهـوميِ يكـديگر را خنثـي       چراكه مـزدوج . كافيست از مقدار حقيقيِ آنها استفاده كنيد

  .كنند مي

محـور حقيقـي، در   نقاط جدايش از محورهاي تقارن يا فرود به ايـن محورهـا بـه ويـژه     

 .آيندبه دست ميبه اين ترتيب  وكنند  ز مقدارِ بهرة مكان، صدق مياي مستقل ا معادله

يا فرود به محـور تقـارن بـه     آيد كه جدايشاين معادله با توجه به اين نكته به دست مي

وجود ريشه مكرر نشان مي دهد كه ايـن نقـاط عـلاوه بـر     . است وجود ريشة مكرر در آنجامعناي 

آيـد،   اين موضوع به صورتي كه در زير مي. آن نيز هستند مشتقِاند ريشة  اينكه ريشة معادلة اصلي

  :دهد را براي آنها به دست مي �اي مستقل از  معادلة ويژه

.                )15 -2پ(  ���� + � ���� = 0�T��� + � �T��� = 0U  



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

G   ��T − �T� = 0   G  مكرر  احتمالي   

هاي مكرر نيستند ولي  هايِ اين معادله حتماً ريشه

گيريم و چگونگيِ يافتنِ مكان را تمـرين  حال با اجراي چند نمونه موارد بالا را به كار مي

هاي حلقه در شكل زير تعيين كنيد و بهـرة   مكان را براي وضعيت داده شدة صفر و قطب

  .ده رويِ مكان را به دست آوريد

  

 1-2تركيب قطب و صفر تابع تبديل حلقه باز؛ مثال پ

هاي مثبـت و سـپس   ه قبل از هرچيز براي جلوگيري از سردرگمي مكان را ابتدا براي بهر

تـرين قطـب يـا     به راست. كنيم كنيم ابتدا از محور حقيقي شروع مي

از آن به قبل همة .  1−كنيم، كه در اينجا قطبي است در 
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هاي ريشه مكرر      )16 -2پ(

هايِ اين معادله حتماً ريشه بايد به طور جدي يادآور شويم كه ريشه

  .اند هاي اين معادله هاي مكرر ريشه همة ريشه

حال با اجراي چند نمونه موارد بالا را به كار مي

  .كنيم مي

   - 1 - 2ال پمث

مكان را براي وضعيت داده شدة صفر و قطب

ده رويِ مكان را به دست آوريدشهاي داده  مكانِ نظيرِ ريشه

تركيب قطب و صفر تابع تبديل حلقه باز؛ مثال پ – 10 -2شكل پ

قبل از هرچيز براي جلوگيري از سردرگمي مكان را ابتدا براي بهر

كنيم ابتدا از محور حقيقي شروع مي منفي به طور جداگانه رسم مي

كنيم، كه در اينجا قطبي است در  صفر موجود روي محور حقيقي توجه مي



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

مكان است  3−هاي منفي و سپس بينِ آن و بعدي كه صفري است در 

 -2شـكل پ گردد، كه حاصـل در   هاي مثبت و به همين ترتيب يك در ميان جابجا مي

  

بخش هاي مختلف محور حقيقي به عنوان جزئي از مكان؛ خطوط سياه مكان به ازاي بهره مثيت و 
  .خطوط قرمز به ازاي بهره منفي است

�پس براي  =∆ > 0     يك شـاخه بـه سـمت

�در واقع براي . خواهيم داشت > ، مكان كه 0

�كند و براي  < شـروع   1−، مكان كه از قطبِ  0

و  3−هـاي   كند و به ترتيب به صـفر  شروع مي

مت هـم  كننـد، بـه س ـ   شروع مي 7−و  6−مكان از دو قطبِ 

ناچار از محور حقيقي  سپس). توجه كنيد12 -2

ناچـار بـا هـم در    . كندحركت مي )به سمت دو صفر

شوند و سپس بـه سـمت آن دو صـفر ميـل     ره از هم جدا مي

هاي يك چند جمله تعيين مكان هندسي ريشه -2پيوست 

295  

هاي منفي و سپس بينِ آن و بعدي كه صفري است در �مكان است براي محور 

هاي مثبت و به همين ترتيب يك در ميان جابجا مي براي بهره

  .شود ديده مي11

بخش هاي مختلف محور حقيقي به عنوان جزئي از مكان؛ خطوط سياه مكان به ازاي بهره مثيت و  تعيين - 11 -2شكل پ
خطوط قرمز به ازاي بهره منفي است

=چون : هاي بينهايت اما دربارة شاخه = 1
�و براي  180° < 0  خواهيم داشت °0نيز يك شاخه به سمت

كند و براي  ميل مي ∞−كند، به  شروع مي 7−از قطبِ 

  .كند ميل مي ∞+كند، به  مي

�براي  > شروع مي 6−و  1−مكان از قطبِ  0

�اما براي . كند ميل مي 4− < مكان از دو قطبِ  0

2شكل پبه (رسند يكديگر ميآيند و در جايي به مي

به سمت دو صفر(يكي به بالا و ديگري به پايين . شوندجدا مي

ره از هم جدا ميآيند و دوباآن دو فرود مي جايي بينِ

  .كنند مي
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براي ايـن  . دقيقاً به دست آورد) 16 -2پ(توان از معادلة  اين نقاط جدايش و فرود را مي

  :مثال داريم

����                   )17 -2پ(  = �� + 3��� + 4�      

����            )18 -2پ( = �� + 1��� + 6��� + 7�  

′��               )19 -2پ( − �′� = X�� + 1��� + 6� + �� + 1��� + 7� +
�+6�+7�+3�+4−�+4+�+3�+1�+6�+7=0 

G             )20 -2پ(    �Y + 14�Z + 79�H + 252� + 366 = 0    G 

= �              )21 -2پ( −6.44  ,   �H = −3.54    

بايد توجه . است نمايش داده شده به صورت كامل مكان به دست آمده12 -2شكل پدر 

چـون مـا بـه دنبـال     . انـد سخ ديگر نيز دارد كه مختلطبه دست آمده دو پا 4كنيد كه معادلة درجة 

حل ايـن معادلـه   . ها را مورد استفاده قرار داديم همين دو پاسخ حقيقيِ خودمان بوديم، فقط همين

ولي اين نبايـد  . گاهي با دست آسان نيست و لازم است ريشه هاي آن با سعي و خطا به دست آيد

  .وردنِ دقيقِ آنها مورد نظر نيستشما را نگران كند چون معمولاً به دست آ

  



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

  

 هاي مثبت و منفي، به ازاي بهره1-2بسته مثال پ

آوريم تا نحوة بـه كـارگيريِ شـرط     را به دست مي

    �� .\ = K.\]Y.\]\.\ .\]H.\ = 3.3 

  :آوريم به دست مي

��\.\ = Y.\]K.\] .\ .\]H.\ = 0.9   , ��J = ^]\ 

  .ي نقاط جدايش و فرود كه در بالا به دست آمدند، بهرة نظير را بيابيد

 ) بازِ(را براي تابع تبديل بهرة حلقة�� ���H� رسم كنيد.  
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بسته مثال پ هاي حلقهمكان هندسي قطب – 12 -2شكل پ

را به دست مي 1.5−حال در ادامه بهرة نظيرِ مكانِ 

  :بهره نيز برايتان آشنا گردد

        )22 -2پ( 

به دست مي 8−و براي  5.5−همين طور براي 

H] \]Y[    )23 -2پ( = 0.7

   - 1 - 2پ نيتمر

ي نقاط جدايش و فرود كه در بالا به دست آمدند، بهرة نظير را بيابيدبرا

   - 2 - 2مثال پ

را براي تابع تبديل بهرة حلقة) بسته(هاي حلقه مسير قطب



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

  :كنيم ابتدا تكليف محور حقيقي را روشن مي

  

 تعيين بخش هاي مختلف محور حقيقي به عنوان جزئي از مكان به ازاي بهره هاي مثبت و منفي

عدد قطب بـيش   3كنيم، چون  آوريم و رسم مي

�بـراي  . بـود  خواهنـد 14 -2شكل پمطابق با  > 0 

-كنند تا اينكه در نقطهبه سمت هم حركت مي

و ديگري به سمت  °60سپس يكي به سمت شاخة 

از طرف ديگر، مكـان هندسـي از   ). كنيد توجه 

 طور كه در شكل همان . كند ميل مي ∞−به سمت

  .شودنيز مشابه همين منحني رسم مي

دانيم يكي بينِ  البته مي. وريمبياييد سعي كنيم مكان دو نقطة جدايش را دقيقاً به دست آ

  :براي اين منظور كافي است معادلة زير را تشكيل دهيم

��T − �T� = 1X��� + 1� + ��� + 2
�� + 1  
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ابتدا تكليف محور حقيقي را روشن مي: حل

تعيين بخش هاي مختلف محور حقيقي به عنوان جزئي از مكان به ازاي بهره هاي مثبت و منفي – 13 -2شكل پ

آوريم و رسم ميمي هاي بينهايت را به دست  سپس شاخه

=∆از صفر داريم يعني  = مطابق با ها  پس شاخه 3

به سمت هم حركت مي 1− و 0كه منحني مكان از دو قطبِ روشن است 

سپس يكي به سمت شاخة . گردنداي مضاعف و از محور حقيقي جدا مي

 14 -2شكل پبه (نمودميل خواهند  °60−شاخة 

به سمت  °180شود و رويِ شاخة ميشروع  2−قطبِ 

�شود براي ديده مي < نيز مشابه همين منحني رسم مي 0

بياييد سعي كنيم مكان دو نقطة جدايش را دقيقاً به دست آ

براي اين منظور كافي است معادلة زير را تشكيل دهيم. است 2−و  1−و ديگري بين  1−و  0

�                 )24 -2پ( 2� +
� 1��� + 2�_ − 0 · � = 3�H + 6� + 2 = 0



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

        G      � = −0.42        �H = −1.58 

  

 2 -2مثال پهاي حلقه بسته مكان هندسي قطب

  :فرض كنيد بهرة مكان را براي همين نقاط جدايش بخواهيد، داريم

|�|�K.YH = K.YH]K.\J] .\J = 0.387    G  

|�|� .\J = K.YH]K.\J] .\J = 0.387    G 

توان محلِ تقاطعِ با محور موهومي را دقيقاً يافت؟ كـافي اسـت از روش   

را بـراي مـرز    �استفاده كنـيم و  ) هاي سمت راستي است

1 + !�� ���H� = 0     G      �Z + 3�H  

هاي يك چند جمله تعيين مكان هندسي ريشه -2پيوست 

299  

                )25 -2پ(

مكان هندسي قطب - 14 -2شكل پ

فرض كنيد بهرة مكان را براي همين نقاط جدايش بخواهيد، داريم

G     )26 -2پ(     � = +0.387
G     )27 -2پ(     � = −0.387

توان محلِ تقاطعِ با محور موهومي را دقيقاً يافت؟ كـافي اسـت از روش    و اما چگونه مي

هاي سمت راستي است براي تشخيص ريشه كه(روث ـ هرويتز  

  :ناپايداري بيابيم

H        )28 -2پ(  + 2� + � = 0



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

    

�Z    1    2�H   3    �� a�!Z    0�K   �     0
 

bريشة رديف دومc G � = 6 G 3�H + 6 = 

منحني مكان را رسم و نقاط جدايش يا فرود به 

  .داده شده است

  

 3-2مثال پهاي حلقه بسته مكان هندسي قطب

  :داريم) 16 -2پ(براي نقاط جدايش و فرود با توجه به رابطه 

��T − �T� = �� + 1��2�� − �H = 0 
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       )29 -2پ(

=  )30 -2پ( 0 G  � = ±√23

   - 3 - 2مثال پ

اين بار براي تابع تبديل بهرة حلقه  � منحني مكان را رسم و نقاط جدايش يا فرود به  �

  .ور حقيقي را تعيين كنيدمح

داده شده است نشان 15 -2شكل پمكان در منحني 

مكان هندسي قطب - 15 -2شكل پ

براي نقاط جدايش و فرود با توجه به رابطه 

G  0   )31 -2پ(    � = 0  , �H = −2



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

�از پيش نيز معلوم بود، چراكه مكان براي  � اي از  چاره 0

  .بهرة مكانِ نظير نقطة جدايش را در مثال بالا محاسبه كنيد

گردد و آن زاوية جدايش از قطـب و   در چند مثال بعد يك موضوعِ ديگري نيز تمرين مي

كننـد تـا نحـوة     برخي اوقات دانستن مقدار اين زوايا كمك مـي 

ها به دست آوريم و مكان را در خروج از قطب خواهيم زاويه مكان را
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��توجه ويژه كنيد كه  � از پيش نيز معلوم بود، چراكه مكان براي  0

  .جدايش در آنجا نداشت

  - 2 - 2پ نيتمر

بهرة مكانِ نظير نقطة جدايش را در مثال بالا محاسبه كنيد 

در چند مثال بعد يك موضوعِ ديگري نيز تمرين مي

برخي اوقات دانستن مقدار اين زوايا كمك مـي . يا زاوية فرود مكان به صفر است

  .تر شود و از ابهام خارج گردد حركت مكان روشن

   -4 -2مثال پ

خواهيم زاويه مكان راتوجه به شكل ميبا 

 .به صورت دقيق رسم كنيم



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

 4 -2مثال پتعيين زاويه خروج از قطب؛ 

زاوية خروج را مشابه . كنيمبراي اين كار ابتدا مكان را تقريباً روي قطبِ مربوط فرض مي

گيريم و سپس با نوشتنِ شرط زاويه آن را آنچه در شكل نشان داده شده است، مجهول در نظر مي

�90 � 	 � 
�180    �       	��� �
0       �             	��� � 

، هر يك، دو شاخة بينهايت داريم، پس مكان به صورتي 

  

  .شودمي از قطب خارج °90زاويه ؛ مكان با 4 - 2مثال پ
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تعيين زاويه خروج از قطب؛  – 16 -2شكل پ

براي اين كار ابتدا مكان را تقريباً روي قطبِ مربوط فرض مي

آنچه در شكل نشان داده شده است، مجهول در نظر مي

  .آوريمبه دست مي

�90           )32 -2پ( 
�90�    

�و چون براي  � �و  0 � ، هر يك، دو شاخة بينهايت داريم، پس مكان به صورتي  0

  .كه در زير آمده خواهد بود

مثال پحلقه بسته در  هايمكان هندسي قطب – 17 -2شكل پ

   - 3 - 2پ نيتمر



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

  !)آيد دست به �1رسد كه بايد  به نظر مي. (نقطة فرود به محور حقيقي را محاسبه كنيد

را  نشان داده شده در شكل به دست آوريد و مكان

  

 5 -2مثال پتعيين زاويه خروج از قطب؛ 

�90 � 90 � 	 � 
 �180 �       	���0    �      	��� � 

، هـر يـك،   �ب بيش از صفر داريم، لذا براي علامت مثبت و منفيِ 

  :دنتيجة به شكل زير خواهد بو
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نقطة فرود به محور حقيقي را محاسبه كنيد

   - 5 - 2مثال پ

نشان داده شده در شكل به دست آوريد و مكانها را براي تركيب زاويه خروج از قطب

  .به صورت دقيق رسم كنيد

تعيين زاويه خروج از قطب؛  - 18 -2شكل پ

  :بار براي زاوية خروج داريم اين

�         )33 -2پ( � 0
�180�    

ب بيش از صفر داريم، لذا براي علامت مثبت و منفيِ در اين مثال سه قط

نتيجة به شكل زير خواهد بوسه شاخة بينهايت داريم و در نهايت 



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

  

 5 -2مثال پهاي حلقه بسته درمكان هندسي قطب

قيقاً تعيين كنيد و بهرة مرزهاي ناپايداري را د 5

ها و نيز زاويه ورود به صفرها را بـراي تركيـب نشـان داده شـده در     

  .و مكان را به صورت دقيق رسم كنيد
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مكان هندسي قطب - 19 -2پ شكل

  - 4 - 2پ نيتمر

5 -2مثال پبا استفاده از روش روث، در  

  .نظير را از هر دو راه به دست آوريد

   - 6 - 2مثال پ

ها و نيز زاويه ورود به صفرها را بـراي تركيـب نشـان داده شـده در     زاويه خروج از قطب

و مكان را به صورت دقيق رسم كنيد شكل به دست آوريد



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

  

ها و شكل  ؛ شكلِ آ براي محاسبة زاوية خروج از قطب6 -2مثال پ
 .تاس ب براي محاسبة زاوية فرود به صفرها رسم شده

  :محاسبات لازم براي تعيين اين زوايا به اين شكل است

45 � 45 � 2	 � 
 �180  �  	���   0 , 360 �   	��� 

90 � 2 � 135 � 	 � 
�180       �   
 0     �     	�� 

نكته ايـن اسـت   . آموزيم جا مي يك نكتة ناگفته نيز وجود دارد كه همين

چـرا  . ها برابر باشد، آنگاه مكـان دو شـاخة بينهايـت غيـر منتظـره دارد     

منتظر بوديم هيچ شاخة بينهايت رونـده   � ∆

  .هاي منتظره دارد اين دو شاخة غير منتظره يك فرق اساسي با آن شاخه

|�|منتظره به ازاي هاي  تفاوت اين شاخه بينهايت در اين است كه شاخه � به وجود  ∞

�آيند درحالي كه اين دو شاخة غير منتظره فقط به ازايِ  � در ايـن  . آينـد  به وجـود مـي   �1
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مثال پهاي حلقه بسته مكان هندسي قطب و صفر -20 -2شكل پ
ب براي محاسبة زاوية فرود به صفرها رسم شده

محاسبات لازم براي تعيين اين زوايا به اين شكل است

�      )34 -2پ( � �90
� � 0 , 180�

���	        )35 -2پ( � 0
�� � �180�

يك نكتة ناگفته نيز وجود دارد كه همين 6 -2مثال پدر 

ها برابر باشد، آنگاه مكـان دو شـاخة بينهايـت غيـر منتظـره دارد      كه اگر تعداد صفر و قطب

�چون با توجه به اينكه  ! ير منتظره؟گوييم غ مي 0
اين دو شاخة غير منتظره يك فرق اساسي با آن شاخه. نداشته باشيم

تفاوت اين شاخه بينهايت در اين است كه شاخه

آيند درحالي كه اين دو شاخة غير منتظره فقط به ازايِ  مي



  ... اي هاي يك چند جمله تعيين مكان هندسي ريشه -2پيوست 

  

306  

عبور كند، پيش از آن اندازه مكـان قطـب در يـك شـاخه بـزرگ       �1خواهد از  مي �حالت وقتي 

  .گردد شروع و كوچك مي پرد و از اندازة بسيار بزرگشود و پس از آن فوراً به شاخة مقابل مي مي

رود ، مكان، از قطبِِ در مبدأ به سمت راست مي �1به  0از  �در اين مثال ابتدا با تغييرِ 

 �1از  �سپس وقتي . كند ميل مي ∞�، مكان نيز به سمت  �1به  �و با هر چه نزديك شدنِ 

مكـان نيـز روي محـور     �پرد و سپس با ادامة حركت مي ∞�به  ∞�عبور كرد، مكان دفعتاً از 

  .كند حقيقي به سمت راست حركت مي

 از طرف ديگر در حين همين تحول، مكان از سمت ديگر قطبي كه در مبدأ بود، به سمت

رسند، اين حركت با مسير ديگري كه در بالا شرح داديم، به هم مي. چپ در حال حركت بوده است

كنند، همان گونه يكي از صفرها حركت مي شوند و هر يك به سمتميسپس از محور حقيقي جدا 

  .كنيد كه در شكل مشاهده مي

ايم، به  كه آموخته) 16 -2پ(توان از همان معادلة  نيز مي نقطة جدايش از محور حقيقي را

  :شرح زير محاسبه كنيم

%$#        )36 -2پ(  � #%$ � &�' � � � 1(&2�( � &2� � 1(&�'( �
�&� � 2( � 0    �    �� � 0   ,   �' � �2 

  .ش بوديماي است كه دنبالهمان مكانِ مكرر در مبدأ است و ديگري همان نقطه 0كه 



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

  

 6 -2مثال پهاي حلقه بسته مكان هندسي قطب

  .را بيابيد �2بهرة مكان نظيرِ نقطة جدايشِ 

تاست و دوبـاره مسـئله را    3تا،  2هاي در مبدأ به جاي 

هــاي  مكــان ريشــه. انــدهــاي زيـر داده شــده 

ضمناً تعـداد ريشـه   ). براي مقادير مثبت و منفي
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مكان هندسي قطب - 21 -2شكل پ

   - 5 - 2پ نيتمر

بهرة مكان نظيرِ نقطة جدايشِ  6 -2مثال پدر 

  - 6 - 2پ نيتمر

هاي در مبدأ به جاي  در همان مثال فرض كنيد قطب 

 .كامل حل كنيد

  - 7 - 2پ نيتمر

هــاي زيـر داده شــده در شــكل )�&(تركيـب صــفر و قطــب   

1 � براي مقادير مثبت و منفي( هاي مختلف رسم كنيدkرا به ازاء  )�&(�



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

هايي كه سمت چپ محور موهومي و سمت راست محور موهومي هستند را به ازاء مقادير مختلف 

  

 7 - 2پ نيتمرهاي قطب و صفر 

1هاي  يكي از ريشه � رسـيده   -99/0بـه   )�&(�
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هايي كه سمت چپ محور موهومي و سمت راست محور موهومي هستند را به ازاء مقادير مختلف 

k دقيقاً بيان كنيد.  

هاي قطب و صفر تركيب – 22 -2شكل پ

   - 8 - 2پ نيتمر

يكي از ريشه ب -22-2شكل پفرض كنيد در 

  . و مابقي ريشه ها را به طور هندسي بيابيد k. است

  

  

   - 9 - 2پ نيتمر



  ... اي هاي يك چند جمله

  

  

هاي زير عمل كنيد و علاوه بر آن مقدار بهـره  

روث ـ هرويتـز    توانيـد از روش  مـي  �براي تعيـين  

  

  9- 2هاي قطب و صفر تمرين پ
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هاي زير عمل كنيد و علاوه بر آن مقدار بهـره  براي شكل 8 -2پ نيتمردقيقاً مشابه با 

براي تعيـين  .(براي مرز ناپايداري در هر مورد را تعيين كنيد

  ).استفاده نماييد

هاي قطب و صفر تمرين پتركيب - 23 -2شكل پ
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   - 10 - 2پ نيتمر

بـه دقـت    kهاي زير را به ازايِ مقادير مختلـف مثبـت    هايِ معادلة مشخصه مكان ريشه 

  . ها و ورود به صفرها را تعيين كنيدزواياي خروج از قطب. رسم كنيد

1               )37 -2پ( � � *+,-./0
+,-�/   

1                   )38 -2پ( � � &+-'(*+,-./0
&+-1(&+,-�/(  

1                    )39 -2پ( � � &+-'(*+,-./0
&+-1(&+,-�/(  

1                 )40 -2پ( � � +,-./
+&+,-�/(  

  

  

  ستايش از آن خداوند است
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  با نام او

  3پيوست

پاسخ فركانسـي و ارتبـاط بهـرة     »بود«نمايشِ قطبي، نايكوئيست و 

  )ست براي پايداريئيمعيار نايكو(حلقه و نتيجة حلقه در پايداري 

  

ناپـذير در اسـتفاده از آن در    اي اجتنـاب  چون رسم نمايش قطبيِ پاسخ فركانسـي مقدمـه  

همين طور چون رسمِ نمـايشِ بـوديِ   . پردازيم موضوع پايداري است، ناچار به موضوع رسمِ آن مي

ناپذير در استفاده از آن در طراحي است، به موضوع رسمِ ايـن   اي اجتناب ركانسي نيز مقدمهپاسخ ف

خوشبختانه مفاهيمِ اصلي در اين دو نمايش كاملاً يكسان است و فقـط در  . پردازيم نمايش نيز مي

  .رسم تفاوت دارند

روشِ يكي رسمِ پاسخ فركانسي به هر دو : لذا اين پيوست شامل دو قسمت اساسي است

و ديگري موضوعِ تعيين پايداريِ حلقه از رويِ نايكوئيسـت  ) لگاريتمي(و بودي ) نايكوئست(قطبي 

  .بهرة حلقه

  كسريـ  هاي خطي رسمِ پاسخ فركانسيِ تابع تبديل

هايِ سادة  توان به صفر و قطب كافيست توجه كنيد كه صورت و مخرج تابع تبديل را مي

به اين ترتيب اگر پاسخ فركانسي را بـراي يـك صـفر يـا     . مودمزدوج تجزيه نحقيقي و يا مختلط 

قطبِ سادة حقيقي و براي يك زوج صفر يا قطب مختلط مزدوج، به خوبي به دست آوريم و با اين 
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اميد است كه براي هر تابع تبديل دلخواه ـ كه تركيبي از اين صـفر و    كار و نتيجه آن آشنا شويم،

  .به راحتي كار را پيش ببريم) زير آمده استمانند آنچه در (نيز  هاست ـقطب

)�&(               )1 -3پ(  � � &+234(&+23,(…&+236(
&+274(&+27,(…&+278( 

ابتدا توجه كنيد كه به لحاظ رياضي به دست آوردنِ پاسخ فركانسيِ يك تابع تبديل يعني 

هاي گوناگون براي نمايش اين عدد شيوه. sبه جايِ  :9ز جايگذاري محاسبة عدد مختلط حاصل ا

نتيجة اين جايگذاري براي يكي . شودگوناگونِ پاسخ فركانسي را موجب ميهاي  مختلط نيز نمايش

ها برداري است كه از آن صـفر يـا قطـب بـه محـور موهـوميِ نشـانگرِ آن         از اين صفرها يا قطب

براي يك صفرِ سمت راست و يـك قطـبِ    1 -3شكل پ اين موضوع در . گرددفركانس رسم مي

  .سمت چپ، نشان داده شده است



  ...نمايش قطبي، نايكوئيست و بود پاسخ فركانسي و

  

  

  

و قطب شروع و تا نقطه نشانگر هر  هر صفر يا قطب در پاسخ فركانسي به صورت يك بردار است كه از آن صفر
 . شودفركانس بر روي محور موهومي كشيده مي

ضربِ تماميِ اين بردارهايِ صفر تقسيم بـر  شود، حاصل

  :داريم (به اين ترتيب براي اندازه و فازِ 

;) � ∑ 	3&9(=>?� � ∑ 	7&@(AB?�  � C0°
�  

|)| � |�| · ∏ FG&>(6HI4
∏ FJ&B(8KI4

   �   20 LMN|)|

، جداگانه بر حسب فركانس، زيرِ هم، رسم و محـور  

نمايشِ  گردد، برابر لگاريتم آن رسم  20در نظر گرفته شود و نيز به جاي اندازه، 

  .ها را جلوتر خواهيد ديد
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هر صفر يا قطب در پاسخ فركانسي به صورت يك بردار است كه از آن صفر -1 -3شكل پ 
فركانس بر روي محور موهومي كشيده مي

شود، حاصل در هر فركانس مي (لذا حاصلِ 

به اين ترتيب براي اندازه و فازِ !  ضرب تماميِ بردارهايِ قطبحاصل

�           C0°             )2 -3پ( � 0
�180°   � � 0�

|         )3 -3پ( � 20 LMN |�| �
20 ∑ LMN O3&9(=>?� � 20 ∑ LMN O7&@(AB?� 

، جداگانه بر حسب فركانس، زيرِ هم، رسم و محـور  )G(اگر اندازه و فازِ اين عدد مختلط 

در نظر گرفته شود و نيز به جاي اندازه، فركانس، لگاريتمي 

ها را جلوتر خواهيد ديد مزيت اين گزينش. آيد بودي به دست مي
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در صـفحة مخـتلط بـه     عدد مختلط است، آناگر همين اندازه و فاز را كه نمايش قطبيِ 

اي بـه   به دست آوريم، معمولاً يك منحنيِ بـه هـم پيوسـته    ∞تا  0هاي مختلف از  ازايِ فركانس

در اين نمايش، فركـانس حـذف شـده    . است آيد كه همان نمايشِ قطبيِ پاسخ فركانسي وجود مي

در اين . است و بر خلاف نمايشِ بودي، معلوم نيست هر نقطه از شكل، حاصلِ كدام فركانس است

تعبيرِ هندسيِ اين عمليات يعني . گردد منحني فقط با يك پيكان، روند افزايشيِ فركانس معلوم مي

كـه همـان تـابع     ،)�&(، تحت تبديلِ �دارِ قسمت مثبت محور موهومي در صفحة  نيم خط جهت

  .مبدل شده است (تبديلِ مورد مطالعه است، به منحنيِ ديگري در صفحة 

انجام دهيم و  ∞�تا  0و از  0تا  ∞�اگر همين تبديل را براي همة محور موهومي از 

 ∞�بـه  دور زده و  ∞�در سمت راسـت محـور، دوبـاره از     ∞اي با شعاعِ  دايره همين طور با نيم

آيـد كـه آن را نمـايش     ، منحنـيِ كـاملتري بـه دسـت مـي     )نگاه كنيد 2 -3شكل پ به (برگرديم 

ايـن  هايي روي محور موهومي داشـته باشـد،   ، قطب يا قطب(اگر تابع تبديلِ . نايكوئيست گويند

براي اينكـه منحنـيِ   . كند نهايت ميل مي تبديل در نقاط متناظر با قطب تعريف نشده است و به بي

ها بگذريم، به نـوعي از  مربوطه بريده نشود و پيوسته باقي بماند، به جاي آنكه كاملاً از روي قطب

اين عبور به صورت يك . نشان داده شده است 2 -3شكل پ اين كار در . كنيم كنار آنها عبور مي

اي كه همة سمت  اي كه اين قطب، درونِ منحنيِ بسته دايره از سمت راست قطب است به گونه نيم

روشن است كه . )به شكل توجه كنيد(گردد، قلمداد نخواهد شد  راست محور موهومي را شامل مي

در هنگام عبور از كنار اين قطـب، دارايِ شـعاع    Gدر فضاي يافته  در چنين مواردي منحني تبديل

ايِ منحنـيِ   باعـث چـرخشِ نـيم دايـره     فـاز  اين تغيير. كند نهايت است و فقط فاز آن تغيير مي بي

  .يافته خواهد شد تبديل
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ملاحظه مي شود كه . به دست مي آيد Gنمايش نايكوئيست تبديل يافته اين منحني است كه تحت تابع تبديل 
همچنين به جاي عبور از روي قطب هاي روي . اين منحني شامل محور موهومي و نيم دايره سمت راستي به شعاع بينهايت است
  .محور منحني از كنار آنها مي گذرد

'نمايش قطبي و نايكوئيست تابع تبديلِ مرتبة اول پايدارِ 
ابتدا توجه . كنيم را رسم مي '-+

اسـت در مخـرج   آمـده  3 -3شكل پ كنيد كه در اينجا فقط يك بردار مشابه آنچه در سمت چپِ 

. شـود  اندازة اين بردار در فركانس صفر، كمترين مقدار است و با افزايش فركانس بزرگ مي

شود و بـه  اما فازِ اين بردار از صفر شروع مي. لذا اندازة تابع تبديل مرتباً در حال كاهش خواهد بود

مرتباً رو به كـاهش خواهـد    0مخرج است، فازِ تابع تبديل از 

يابد، فاز نيـز   به اين ترتيب با افزايش فركانس اندازه كاهش مي

ايـن تحليـل   . كنـد  ميل مي °�90رود، فاز به شود و درحالي كه اندازه به سمت صفر مي

  .دهد
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نمايش نايكوئيست تبديل يافته اين منحني است كه تحت تابع تبديل   -2 -3شكل پ 
اين منحني شامل محور موهومي و نيم دايره سمت راستي به شعاع بينهايت است
محور منحني از كنار آنها مي گذرد

  -1 -3مثال پ

نمايش قطبي و نايكوئيست تابع تبديلِ مرتبة اول پايدارِ  

كنيد كه در اينجا فقط يك بردار مشابه آنچه در سمت چپِ 

اندازة اين بردار در فركانس صفر، كمترين مقدار است و با افزايش فركانس بزرگ مي. داريم

لذا اندازة تابع تبديل مرتباً در حال كاهش خواهد بود

مخرج است، فازِ تابع تبديل از چون اين بردار در . كند ميل مي 90°

به اين ترتيب با افزايش فركانس اندازه كاهش مي. ميل خواهد نمود °�90بود و به 

شود و درحالي كه اندازه به سمت صفر مي منفي مي

دهد را براي نمايش قطبي به دست مي 3 -3شكل پ 
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P : نشان مي دهد 2، بردار رسم شده تابع تبديل را در فركانس  � Q �  R �
√Q
Q   T  

'خط مثبت محور موهومي تحت تابع تبديل 
. شـود  دايره تبديل مي به اين نيم '-+

خـط مثبـت    خط منفي مشابه نـيم  نيم يافتة براي نايكوئيست، كافيست توجه كنيد كه همواره تبديل

يعنـي در ايـن مثـال بـراي تكميـل منحنـي       . شـود 

 .نيز رسم شود

 ـ نهايـت شـدن بـردار    توجه به اينكه بـا بـي  با  دايرة شعاعِ بينهايت 

ر بخواهيد دقت البته اگ. ـ مبدأ است  ماند نهايت و اندازه تابع تبديل صفرمي

 °�180تـا   0العاده داشته باشيد، بايد گفت كه هرچند اندازه صفر است، ولي فاز يك تحـولِ  

به طوري كه فـاز  . زند دايره دور مي يك نيم يعني منحني تبديل يافته حولِ مبدأ

به فازِ  ∞�انسِ رود و سپس در فرك است به سمت فازِ صفر مي

  .نمايي شده است بزرگ 4 
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'نمايش قطبي تابع تبديل -3 -3شكل پ 
، بردار رسم شده تابع تبديل را در فركانس '-+

 � UV°

خط مثبت محور موهومي تحت تابع تبديل  پس نيم

براي نايكوئيست، كافيست توجه كنيد كه همواره تبديل

شـود مـي ! است و قرينة آن نسبت به محور حقيقـي 

نيز رسم شود 3-3شكل پدايرة بالايِ  نيم بايدنايكوئيست 

 ـ يافتة آن نيم اما تبديل دايرة شعاعِ بينهايت 

نهايت و اندازه تابع تبديل صفرمي همواره اندازة مخرج بي

العاده داشته باشيد، بايد گفت كه هرچند اندازه صفر است، ولي فاز يك تحـولِ   فوق

يعني منحني تبديل يافته حولِ مبدأاين . خواهد داشت

است به سمت فازِ صفر مي °�90،  ∞�آن كه در فركانس 

 -3شكل پ نتيجة اين سخنان در . رسد مي �90°
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، نيم دايره كوچك حول مبدأ در واقع نيم دايره اي به شعاع صفر است كه از 
  .براي مشاهده بهتر، اين نيم دايره بزرگنمايي شده است

شـكل  يافتة منحنيِ بستة نشان داده شده در  ، تبديل

دايـرة   يافتة نيم اي كه در اين مثال براي يافتنِ تبديل

بزرگ انجام داديم، در اغلب موارد لزومي ندارد و همين كه بدانيم حاصل يك نقطه در مبدأ اسـت،  

تـابع   اگـر : توان به صورت يك قاعده كلي بيان كرد

يافتـة   آنگاه تبديل) از درجه صورت باشديعني درجة مخرج آن حتماً بيشتر 

اگـر لازم باشـد تـا چگـونگيِ دور     . نهايت چيزي نخواهد بود جـز مبـدأ  

ها  را نيز بدانيم بايد توجه كنيم كه هر تعدادي كه قطب

 °180اي در خلاف جهت ساعت وجود خواهد داشت، يعني فاز 

اً هنگامي كه تابع تبديل سره باشد نيز تبديل يافتة دايره بزرگ، بـه جـاي مبـدأ    
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'نمايش نايكوئيست تابع تبديل -4 -3شكل پ 
، نيم دايره كوچك حول مبدأ در واقع نيم دايره اي به شعاع صفر است كه از '-+

براي مشاهده بهتر، اين نيم دايره بزرگنمايي شده است. حاصل شده است sتبديل نيم دايره بينهايت در صفحه 

، تبديل4 -3شكل پ گردد كه  يادآوري مي

'است، تحت تبديلِ  2 -3پ 
+-' .  

اي كه در اين مثال براي يافتنِ تبديل العاده فوق بايد يادآور شويم كه دقت

بزرگ انجام داديم، در اغلب موارد لزومي ندارد و همين كه بدانيم حاصل يك نقطه در مبدأ اسـت،  

  .كندكفايت مي

توان به صورت يك قاعده كلي بيان كردآنچه در اين مثال مشاهده شد را مي

يعني درجة مخرج آن حتماً بيشتر (سره باشد، تبديل اكيداً 

نهايت چيزي نخواهد بود جـز مبـدأ  به شعاع بي زرگبدايرة  نيم

را نيز بدانيم بايد توجه كنيم كه هر تعدادي كه قطب) يعني چگونگي تغيير فاز(هاي در مبدأ  زدن

اي در خلاف جهت ساعت وجود خواهد داشت، يعني فاز  دايره از صفرها بيشترند، در مبدأ نيم

اً هنگامي كه تابع تبديل سره باشد نيز تبديل يافتة دايره بزرگ، بـه جـاي مبـدأ    ضمن. كندتغيير مي
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در اين حالت به لحاظ فاز نيـز  . كند اي خواهد بود كه جاي آن را اين بار بهرة پرش تعيين مي نقطه

  .نخواهد شد وردرا آن نقطه منحني هم هيچ تغييري نداريم و لذا 

براي رسم نمايش بودي لازم اسـت محورهـاي   همان طور كه در ابتداي بحث گفته شد 

ضـرب بـه    تـابع لگـاريتم، بـا تبـديل حاصـل     . مـدرج شـوند  فركانس و اندازه به صورت لگاريتمي 

اين موضوع در عبارتي كه ابتداي اين پيوسـت آمـد   . كندجمع كار محاسبه را بسيار ساده مي حاصل

  .روشن است

7–ت مربوط بـه قطـب را بـه صـورت     براي سادگيِ كار محاسبه و رسم اندازه، هر عبار
+27 

�گيريم و نه به صورت  مي
23+نيز به صورت  و هر عبارت صفر را!!!  27+

گيريم و نه به  در نظر مي  23

 23+صورت
ايـن كـار يـك خاصـيت محاسـباتيِ      . گيريم واحد مي ثابت همه عوامل رايعني بهرة . �

هايِ پايين دارايِ اندازة واحد خواهند  عوامل در فركانس دارد و آن اين است كه همة آنكننده  ساده

هـاي پـايين،    لذا هنگام جمع كردن وقتي از فركانس. صفر است بود و در نتيجه لگاريتمِ اندازه آنها

هايي برسيم  كنيم، اين عوامل اثري ندارند تا جايي كه آرام آرام به فركانس كارِ محاسبه را شروع مي

خواهيم ديد كه هر يك از عوامل دقيقاً در فركانسِ اصـليِ خـود يعنـي    . ندشو كه هر يك مؤثر مي

  .شوند و تا قبل از آن اثر قابل توجهي در اندازه ندارند همان جاي قطب و يا صفر مؤثر مي

20      )4 -3پ(  LMN 7
XY,-7, � 20 LMN �

Z[\
J],-�

� 0 � 20 LMN Z[Y
7]' � 1 
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:هـايي كـه    حال دقت كنيد كه در فركانس ≪ _ ):
7 ≪ لگـاريتمِ انـدازه، تقريبـاً    )  1

:تا اينكه در فركانس اصلي يعني . استa 1` 0همچنان  �   :دقيقاً داريم _

|LMN|b 20             )5 -3پ(  � �20 LMN √2 ≅ �3 `a 

:س اصلي يعني هاي بسيار بزرگتر از فركان و اما در فركانس ≫ _ ):
7 ≫ ، خواهيم ) 1

  : داشت

|LMN|b 20              )6 -3پ( ≅ �20 LMN Y
7 

LMNحسبِ به اين ترتيب اگر محور فركانس را نيز بر  ، )لگاريتمي بگيريم( مدرج كنيم :

ايـن خطـوط   . توان آن را با خطوط راست رسم نمـود  تغييرات لگاريتم اندازه خطي خواهد بود و مي

تعبير هندسي اين خط راهنمـا نيـز بسـيار سـاده     . نامند راست را در نمايش بودي خطوط راهنما مي

افـت   a` 20اصـلي،  توان گفت به ازايِ هر ده برابـر شـدنِ فركـانس از فركـانس      مثلاً مي. است

�20خواهيم داشت يا شيبِ نمايش بود  ef
eghieg است .  

   -2 -3مثال پ

Qنمايش بودي براي اندازه تابع تبديل 
j-Q  آمده است 5 -3شكل پ در.  

                                                 
1  بِل گرفته است برابرِ لگاريتمِ اندازه، به دلايل تاريخي نامِ دسي 20واحد 
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'نمايش بودي اندازه تابع تبديل  -5 -3شكل پ 
+-' 

براي توابع تبديل با يـك صـفر،   . دست آمد اين نمودار براي تابع تبديلي با يك قطب به

جـايِ   راهنما بهشيب خطوط يعني . فقط كافيست به جاي شيبِ منفي، شيبِ مثبت در نظر بگيريد

�20 ef
eghieg  ،�20 ef

eghieg خواهد شد.  

'تابع تبديل تك قطبي حال براي رسم نمودار تغييرات فاز در نمايش بودي 
  :داريم '-+

(;              )7 -3پ(  � � kl �1 :
2 

براي اينكه درك كنيم، رسم كردن فاز برحسب محور لگاريتمي فركانس، چه خوبي دارد، 

mبايد رابطة بينِ  � LMN n  وo � kl 2� n را بررسي كنيم:  

� kl o               )8 -3پ( n � 10p   �   m � LMN&kl o( �
LMN&�@ o( � LMN&qM� o(                  
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نسبت به  mو   kl oبينيم كه دركنيم، مي ملاحظه

   :براي ديدنِ اين موضوع، كافيست در نظر بگيريد

                 r � o � s
1   

m � LMN [�@ [s
1 � r]] � LMN [�@ [ 

 -3شكل پ . شود، تقارن وجود دارد مي �45°

  

;R � � tuv�  كه بر روي محور لگاريتمي فركانس رسم
 . تقارن دارد °�UVشده است،حول نقطه 

هاي بالا براي تك قطب آمد، براي صفرها نيز كاملاً كـاربرد  

  .ايد، در يك منفي ضرب كنيد چراكه فقط كافي است هر آنچه را به دست آورده

هاي مختلط مزدوج نيز همة مـوارد مربـوط بـه تقـارن و ابتـدا و      

البته چون در اين حالت دو قطب و يا (اند قابل استفاده
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wرا حول حال اگر عبارت بالا  � s
ملاحظه 1

براي ديدنِ اين موضوع، كافيست در نظر بگيريد. اين نقطه تقارن وجود دارد

          )9 -3پ( 

s]        )10 -3پ(
1 � r]]

°45جايي كه فاز  حولِكاملاً روشن است كه 
  .نتيجة اين سخنان را نشان داده است 6

Qنمايش بودي فاز تابع تبديل -6 -3شكل پ 
j-Q  ؛ منحني�x P

Q
شده است،حول نقطه 

هاي بالا براي تك قطب آمد، براي صفرها نيز كاملاً كـاربرد   ها و ترسيم آنچه در محاسبه

چراكه فقط كافي است هر آنچه را به دست آورده. دارد

هاي مختلط مزدوج نيز همة مـوارد مربـوط بـه تقـارن و ابتـدا و       حتي براي صفر و قطب

قابل استفادهراهنما نيز ز درست است و خطوط انتهايِ فا
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تنها فرقي كـه گـاهي    ).دشو دو صفر وجود دارد همه چيز ـ شيب و مقدار تغيير زاويه ـ دو برابر مي  

اين تفاوت از ضـريب  . دهد در ناحية نزديك به فركانس اصلي است خود را به طور جدي نشان مي

شود، فاصـلة   0.5اگر اين ضريب ميرايي كمتر از . شودها ناشي مي ميراييِ نوسانِ مربوط به مزدوج

  . گردد مي، بيشتر A:مقدار واقعي از خطوط راهنما در حول و حوش فركانس اصليِ 

   - 3 - 3مثال پ

براي ديد پيدا كردن نسبت به فاصله بين خطوط راهنما و منحني واقعي در توابع تبديل با 

 -3شكل پ در . چندين ضريب ميرايي رسم شده است مزدوج نمودار بود برايقطب هاي مختلط 

  .بينيدنتايج اين كار را مي 7

  

,Y8بودي تابع تبديل نمايش  -7 -3شكل پ 
+,-'zY8 +-Y8,

  ξبه ازاي مقادير مختلف  
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توافتمِ ناسون يياريم بيرض و
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شود  و سپس دور مي راهنما نزديك، اندازه ابتدا به خطوط }ملاحظه كنيد كه با كم شدنِ 

گيريم كـه خطـوط    به اين ترتيب نتيجه مي. گيرد ولي فاز از همان ابتدا از خطوط راهنما فاصله مي

يعنـي  (هاي مختلط با ضريب نوسـانيِ كوچـك    راهنما به غير از مواقعي كه با زوج صفرها يا قطب

  .ندا مواجهيم، راهنماي دقيقي براي رسم و محاسبه) تشديد بالا

   - 4 - 3مثال پ

�در اين مثال جمعگر خالص
+   � � را كه قطبي روي محـور موهـومي دارد، در نظـر      0

است و تا آخـر نيـز    °�90هاي بسيار پايين فاز  كاملاً روشن است كه از همان فركانس. گيريم مي

نهايت است ولـي لگـاريتمِ    يار بزرگ و بيهاي نزديك صفر، ابتدا بس اندازه در فركانس. چنين است

�20اندازه از همان ابتدا، با شيبِ  ef
eghieg  و  نمـايش قطبـي، نايكوئيسـت   . در حال كاهش اسـت

  .اند نشان داده شده 8 -3شكل پ بودي در 
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 نمايش نايكوئيست براي تابع تبديل جمعگر خالص

يافتة قسمت مثبـت محـور موهـومي اكتفـا     شود كه در نمايش قطبي به تبديل

  .ت را حدس زدرود بتوان از روي آن بقية نايكوئيس

هايي كه در رابطه با چگونگي رسم نمودارهاي بود و نايكوئيست بيـان  

  .اي را براي آنها ارائه دهيم

منظـور، محـدودة فركانسـي از صـفر تـا قبـل از       

منظـور محـدودة    »پايـان «گـوييم   اصلي موجود در سامانه است و وقتي مـي 

هاي اصـليِ موجـود در سـامانه     هايي است كه به اندازة كافي بزرگتر از بزرگترين فركانس

كنيم و به صـورت  ا بر حسب بهرة ثابت مرتب مي
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نمايش نايكوئيست براي تابع تبديل جمعگر خالص. نمايش بودي و ب. آ -8 -3شكل پ 

شود كه در نمايش قطبي به تبديل يادآور مي

رود بتوان از روي آن بقية نايكوئيس گردد و معمولاً توقع مي مي

هايي كه در رابطه با چگونگي رسم نمودارهاي بود و نايكوئيست بيـان  با مقدمات و مثال

اي را براي آنها ارائه دهيمداشتيم مي توانيم در اينجا جمع بندي

منظـور، محـدودة فركانسـي از صـفر تـا قبـل از        »شـروع «گـوييم   در ادامه هرگـاه مـي  

اصلي موجود در سامانه است و وقتي مـي   كوچكترين فركانس

هايي است كه به اندازة كافي بزرگتر از بزرگترين فركانس فركانس

  .∞اند، تا شده

ا بر حسب بهرة ثابت مرتب ميما در رسمِ پاسخ فركانسي تابع تبديل ر

  :بينيم زير مي
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)�&(               )11 -3پ(  � �
+| ·  [ }

~G4-�][ }
~G,-�]…[ }

~G6-�]
[ }

~J4-�][ }
~J,-�]…[ }

~J8-�] 

  )شروعِ فاز(هاي شروع فركانسبررسي مقدار فاز تابع تبديل در  •

� °90در شروع، به اندازه  • L به . تأخير فاز داريم، يعني به اين مقدار فازِ منفي وجود دارد

 .دارد °90عبارت ديگر به ازاي هر قطب در مبدأ فاز شروع يك تأخيرِ 

يعني بهرة پرشِ منفي به . گردد به فاز اضافه مي °�180اگر بهرة پرش منفي باشد نيز  •

 .است °180معنيِ يك تأخيرِ فازِ 

ايدار از صفرهاي ناپايدار بيشتر باشد، در شروعِ فاز بايد يك هاي ناپ به تعدادي كه قطب •

مثلاً اگر فقط يك قطب ناپايدار داريم و صفر ناپايداري نداريم، . لحاظ گردد °180تأخيرِ 

 °180اگر بر عكس باشد بايد يك فازِ . اضافه گردد °�180بايد به فازِ شروع، يك 

 .اضافه گردد

  ) عِ اندازهشرو(هاي شروع فركانسدر  بررسي مقدار اندازه تابع تبديل •

•  اما اگر به تعدادL مرتبة  تا قطب در مبدأ باشد، اندازه نيز از بي نهايتL شود و در  شروع مي

20با شيبِ  »بود« ef
eghieg  � L نزول به گونه. كند شروع به كاهش مي اي  اين خط

به اين ترتيب اگر هيچ قطبي در . قطع كند  |�√را در فركانسِ  a` 0است كه محور 

20از  »بود«مبدأ نباشد، اندازه، از قدر مطلقِ بهرة ثابت و يا در  LMN شروع  |بهرة ثابت|

بود، بسيار مهم است اما در رسم نايكوئيست چندان  اين موضوع در رسمِ. گردد مي

  .كاربردي ندارد

  ) فازپايانِ (هاي پايان فركانسبررسي مقدار فاز تابع تبديل در  •
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يا . خواهد داشت °90 هايي كه از صفرها بيشترند، تأخيرِ فازِ پايان، به تعداد قطبفاز در  •

� &°�90به عبارت ديگر، فاز به  L � البته اگر بهرة پرش . ميل خواهد نمود )�

 نيز بايد لحاظ گردد و لذا اين فاز به مقدار °180منفي باشد، كلاً يك تأخير فازِ 

�90°& � L � �( �  .ميل خواهد نمود 180°

ها  در خلاف جهت عقربه �دايرة  به نيم به همين تعداد ∞دايرة  در نايكوئيست نيز، نيم •

ها برابر باشند، فقط يك نقطه، در بهرة پرش  لذا اگر تعداد صفر و قطب. گردد تبديل مي

 .خواهيم داشت

  ) پايانِ اندازه(ان هاي پايفركانسبررسي مقدار اندازه تابع تبديل در  •

�20هايي كه از صفرها بيشترند، با شيبِ نزولِ  اندازه به تعداد قطب • ef
eghieg  به سمت

ها برابر باشد، آنگاه اندازه به بهرة  اگر احياناً تعداد صفر و قطب. صفر ميل خواهد كرد

 .پرش ميل خواهد نمود

رخداد فاز از شروع تا (شروع و پايان هاي بين مقدار فاز تابع تبديل در فركانسبررسي  •

   )پايان

�راست، در فاصله حدود به ازاي هر قطب سمت چپ يا صفر سمت  •
برابرِ  10تا  ��

داشت يعني تأخير فازِ  كاهشِ فاز خواهيم °90فركانسِ آن قطب يا صفر، كلاً به اندازة 

  .اضافه خواهد شد 90°

•  برعكس به ازاي هر قطب سمت راست و يا صفر سمت چپ، در فاصله حدود�
 10تا  ��

داشت يعني تقدمِ  افزايشِ فاز خواهيم °90صفر، كلاً به اندازة برابرِ فركانسِ آن قطب يا 

 .اضافه خواهد شد °90فازِ 
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در . خواهد داشت °180به ازاي هر قطب روي محور موهومي، فاز يك كاهشِ  •

هاي  دايرة در جهت عقربه اين كاهش فاز به لحاظ هندسي به صورت يك نيمنايكوئيست 

 .شودساعت نشان داده مي

از شروع  اندازهرخداد (هاي بين شروع و پايان تابع تبديل در فركانس اندازهمقدار بررسي  •

   )تا پايان

�20زه، در فركانس اصلي مربوط به هر قطب شيبِ اندا • ef
eghieg فر و در هر ص

�20 ef
eghiegكم يا اضافه خواهد شد ،. 

نهايت ميل خواهد نمود و چون همان  به ازاي هر قطب روي محور موهومي، اندازه به بي •

ها را دارد، پس با هر قطب  دايرة در جهت عقربه گونه كه در بالا گفته شد، فاز نيز يك نيم

  .نهايت زده خواهد شد اي به شعاع بيدايره موهومي نيم

   - 5 - 3مثال پ

 :براي نمايش تابع تبديل زير به صورت نايكوئيست و بود

)�&b                      )12 -3پ( � ��
+2� 

سپس به همـين دليـل، يـك    . شروع مي شود °�180فاز به دليل يك قطبِ ناپايدار از 

�يي را خواهد داشت كه از حدود فركانسِ °90افزايشِ 
 10شود و تـا حـدود فركـانسِ    شروع مي ��

در پايان نيز به دليل وجود فقط يك قطب و نبود صـفر و نيـز بهـرة پـرش مثبـت، بـه       . ادامه دارد

  .ميل خواهد نمود �90°
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. گـردد  شـروع مـي   a`20از  »بـود «، يا در 10

�20، از همين فركانس به بعد نزولي با شيبِ  ef
eghieg  را تجربه

ميـل نمـودنِ از   (  °�90تعابير در نايكوئيست با ميل نمودن منحني به مبدأ بـا فـاز   

  !شودينشان داده م) گردد كه مماس بر منفيِ محور موهومي در مبدأ مي

دايرة  صفرها، به يك نيم ها ازدايرة بسيار بزرگ نيز به دليل يكي بيشتر بودنِ تعداد قطب

هـر دو نمـايش    9 -3شـكل پ  در . گـردد  ها تبديل مي

.  

  

��نمايش نايكوئيست تابع تبديل 
 ) 5 - 3مثال پ( �2+
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10اندازه نيز از قدر مطلق بهرة ثابت يعني 
، از همين فركانس به بعد نزولي با شيبِ 1سپس به دليل قطب موجود در 

 .خواهد نمود

تعابير در نايكوئيست با ميل نمودن منحني به مبدأ بـا فـاز   اين 

كه مماس بر منفيِ محور موهومي در مبدأ مي پايين به صورتي

دايرة بسيار بزرگ نيز به دليل يكي بيشتر بودنِ تعداد قطب

ها تبديل مي بسيار كوچك در مبدأ، خلاف جهت عقربه

.اند نايكوئيست و بود، براي اين تابع تبديل رسم شده

نمايش نايكوئيست تابع تبديل . نمايش بودي و ب. آ -9 -3شكل پ 
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   -6 -3مثال پ

 :براي نمايش تابع تبديل زير به صورت نايكوئيست و بود

)�&b             )13 -3پ( � ����&+-�(
+&+-���(&+21��( 

و به دليل يك قطبِ سادة ناپايدار نيز يك  °90دليل يك قطب در مبدأ يك تأخير فازِ به 

�از فركانس . شروع خواهد شد °�270از  به اين ترتيب فاز. در شروع فاز داريم °180تأخير 
تا  ��

را خواهد داشت، لذا  °90نيز كاهش  1000تا  10و از فركانسِ  °90منحني فاز يك افزايشِ  50

اما در عين حـال از  . گردد كاهشِ مذكور آغاز مي 50متوقف و از فركانسِ  10در فركانس افزايش 

يابـد كـه   ادامه مـي  4000اي تا فركانس  شود و به گونهدوباره يك افزايش آغاز مي 40فركانس 

)°90&�2نهايتاً فاز به دليل اختلاف دوتايي قطب و صفرها، به  � نتيجـة  . پايان پذيرد �180°

  .آورده شده است 10 -3شكل پ ها در يلهمة اين تحل

�20با شيبِ نزولِ  ∞اما اندازه از  e�
egihie گردد به طـوري كـه در فركـانسِ     شروع مي

1 �ie
+ در ايـن فركـانس بـا    . كندپيدا مي ادامه 5اين شيب تا فركانسِ . كند را قطع  a` 0، محور  

�20اضافه شدن  ef
eghieg   در . گـردد به شيب منحني، شيبِ منفي قبلي به شيبِ صفر تبـديل مـي

يعني، در . شوددر دو مرحله، شيبِ منفي به شيب نمودار اضافه مي 400و فركانسِ  100فركانسِ 

�40يبِ پايان با ش ef
eghieg را ملاحظه كنيد 10 -3شكل پ . سقوط ادامه دارد.  
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)�-+&����نمايش نايكوئيست تابع تبديل 
+&+-���(&+21��( )  

3- 6(  

  .را رسم كنيد

  :براي نمايش تابع تبديل زير به صورت نايكوئيست و بود

         b&�( � ���
+&+,-�( 
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نمايش نايكوئيست تابع تبديل . نمايش بودي و ب. آ  -10 -3شكل پ 

3مثال پ

  - 1 - 3پ نيتمر

)�-+��&�� ليتبد تابعنمايش بوديِ 
را رسم كنيد )�-+�.�&)�-+&+

   - 7 - 3مثال پ

براي نمايش تابع تبديل زير به صورت نايكوئيست و بود

          )14 -3پ( 
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 تعبيـر در  ايـن . گـردد  مـي آغـاز   ∞و انـدازه نيـز از    °�90به دليل قطب در مبدأ، فاز از 

تر نقطة منفي محور موهومي به سمت بالا و در بود يعني نزول بـا   نايكوئيست يعني شروع از پايين

�20شيبِ  ef
eghieg .نزول به گونه 0اي است كه منحني محور  البته اين خط `a   را در فركـانس

���
� ≅ البته انـدازه  . ماند اقي ميب °�90نرسيده است، همان  39اما فاز تا به قطبِ . كند قطع  11

نهايـت   كند و به بيكه در حال نزول بود، دوباره با نزديك شدن به اين قطب شروع به افزايش مي

  .نمايدميل مي

دايرة بـزرگ   دور زدن از سمت راست اين قطب، منحني نايكوئيست، يك نيمو اما هنگام 

درحاليسـت كـه انـدازه همچنـان      رسـد ايـن   مي °�270ها خواهد داشت و فاز به  در جهت عقربه

در نايكوئيست اين موضوع با رفـتن و رسـيدن بـه بـالاترين نقطـة مثبـت محـور        . نهايت است بي

  .موهومي معادل است

ولي از اين پس نزولِ آن . گذاردبا دور شدن از اين قطب، اندازه دوباره رو به كم شدن مي

�60با شيبِ  ef
eghieg      قطـب در   ايـن . مانـد  مـي  °�270فـاز همـان   خواهـد بـود درحـالي كـه

  .گردد نايكوئيست، باعث سقوط روي محور موهومي از بالا به سمت مبدأ مي

يافتـة دايـرة بسـيار     تمام شد ولي براي نايكوئيست بايد گفت كه تبـديل  »بود«در اينجا 

قرينـة  بـا  اين پـس  از  و ها خواهد بود عقربهدايرة بسيار كوچك در خلاف جهت  بزرگ نيز سه نيم

شـكل پ   .يابد ، كار براي نايكوئيست ادامه مياستآنچه تاكنون نسبت به محور حقيقي رسم شده

  .دهدنتيجه اين توضيحات را نمايش مي 11 -3
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��xنمايش نايكوئيست تابع تبديل 
j*jQ-�0 )  

3- 6(  

آن، اندازه تابع تبديل كمينة  فركانسي هست كه در

اين فركانس و مقدارِ كمينه را به دست آوريد و با آنچـه بـه طـور تقريبـي از روي     

  .بود و نايكوئيست را اجرا كنيد
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نمايش نايكوئيست تابع تبديل . نمايش بودي و ب. آ -11 -3شكل پ 

3مثال پ

  - 2 - 3پ نيتمر

فركانسي هست كه در 7-3كنيد كه در مثال پ ميمشاهده  

اين فركانس و مقدارِ كمينه را به دست آوريد و با آنچـه بـه طـور تقريبـي از روي     . گردد محلي مي

  .شود، مقايسه كنيد حدس زده مي11 -3شكل پ 

   - 3 - 3پ نيتمر

بود و نايكوئيست را اجرا كنيد هاي هاي زير رسم براي تابع تبديل



  ...نمايش قطبي، نايكوئيست و بود پاسخ فركانسي و

  

  

� � �
��� � 5��       
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�	�� � ��      

  � 
 �
� � �               

هـا و صـفرهاي آنهـا    هريك از توابع تبديلي كه تركيب قطب

  

  4-3يل مختلف؛ تمرين پتركيب قطب و صفر در توابع تبد
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                        � � 2�
��� � �� 

�                        1
��� � ��  

                                            

  - 4 - 3تمرين پ

هريك از توابع تبديلي كه تركيب قطب) نايكوئيست(دياگرام قطبي

  . اند را تعيين كنيدداده شده

تركيب قطب و صفر در توابع تبد -12 -3شكل پ 
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 - 5 - 3تمرين پ

�مايشِ قطبي و بـوديِ شـبكة سـرعتي    ن
 �

��
����

�
��

��� = �
 �

��
����

�
���

���    � > و شـبكة    1

��جمعگر  ������
����

= �� �������
����

      � > وييد به نظرِ شما چرا اين دو سپس بگ. را رسم كنيد 1

 .شوند ، به ترتيب، پيشفاز و پسفاز نيز خوانده ميشبكه

 - 6 - 3تمرين پ

سعي كنيد تابع تبديل . اندداده شده) نايكوئيست(هاي زير تعدادي دياگرام قطبي در شكل

 . ها را نسبت به هم معين كنيدو قطب محل صفرها. هريك را بيابيد
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  6-3هاي قطبي تمرين پنمايش -13 -3شكل پ 
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����هايي مانند براي تابع تبديل =  
بـه دو شـكل    ����!��

�از  #" = �الي   0 = بگوييد كداميك  ∞

 . به وسيله نقطه يابي متعدد رسم كنيد 

  

  7-3نمايش قطبي مربوط به تمرين پ

استفاده از با را اي در هر مورد سامانه حلقه بسته

يابي هندسي دياگرام قطبـي سـامانه حلقـه    طهبه روش نق

 . 
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 - 7 - 3تمرين پ

براي تابع تبديل) نايكوئيست(دياگرام قطبي

���&���#"دقيق رفتار  با تحليل. شودزير داده مي

�شكل كاملاٌ دقيقي را با . درست است = ' = 1 

نمايش قطبي مربوط به تمرين پ -14 -3شكل پ 

 - 8 - 3تمرين پ

در هر مورد سامانه حلقه بسته. يريدهاي قطبي زير را در نظر بگنمايش

به روش نق. سازيمواحد از سامانه مربوطه مي بازخور

. نقطه را در نظر بگيريد 4حداقل . بسته را رسم كنيد
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  8-3دياگرام قطبي سامانه حلقه باز، تمرين پ

از روي نايكوئيسـت   »نتيجة حلقـه 

اي دربـارة نتيجـة حلقـه برسـيم، در      هر آنچه كمك كند تا با داشتنِ بهرة حلقه به داوري

د پيشتر براي شما روشـن شـده   اين مسأله باي. 

اي  براي داوري دربارة پايداريِ نتيجة حلقه از روي نمودارِ نايكوئيست بهـرة حلقـه، راه سـاده   

اين راه بر يك موضوعِ بسيار سادة رياضي بنا شـده  

 ����تابع تبديلِ . ختلط داشته باشيدفرض كنيد يك نگاشت از اعداد مختلط به اعداد م

 �اي در صـفحة   باشـد بـه نقطـه    �را كه در دامنة 

نقـاط روي  يافتة تماميِ  در به دست آوردن پاسخِ فركانسي، در واقع مشغولِ محاسبة تبديل

ست كاري كرديم كه يك منحنيِ بسته از محور 

دليل اين كار در . اي شكل گيرد كه همة سمت راست محور موهومي را در برگيرد
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دياگرام قطبي سامانه حلقه باز، تمرين پ -15 -3شكل پ 

نتيجة حلقـه «معيار نايكوئيست براي پايداريِ 

  »بهرة حلقه«

هر آنچه كمك كند تا با داشتنِ بهرة حلقه به داوري

. شود مهندسيِ كنترل مهم و بسيار ارزشمند تلقي مي

براي داوري دربارة پايداريِ نتيجة حلقه از روي نمودارِ نايكوئيست بهـرة حلقـه، راه سـاده   . باشد

اين راه بر يك موضوعِ بسيار سادة رياضي بنا شـده  . وجود دارد كه در اينجا به آن خواهيم پرداخت

  .است

فرض كنيد يك نگاشت از اعداد مختلط به اعداد م

را كه در دامنة  �چنين نگاشتي است كه هر نقطه از صفحة 

در به دست آوردن پاسخِ فركانسي، در واقع مشغولِ محاسبة تبديل. برد مي

ست كاري كرديم كه يك منحنيِ بسته از محور البته در نايكوئي. محور موهومي هستيم نيمه مثبت

اي شكل گيرد كه همة سمت راست محور موهومي را در برگيرد موهومي به گونه

  .جا به زودي معلوم خواهد شد همين
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در تمـاميِ نقـاط آن    �در نظر بگيريد كـه نگاشـت    �اي را در صفحة  اگر منحنيِ بسته

، )نشـان داده شـده اسـت    2 -3شكل پ مانند آنچه در (شده و پيوسته باشد  تحليلي، يعني تعريف

  ]5[ .اي خواهد شد بستهمنحنيِ  �اين منحنيِ بسته در صفحة  يافتة آنگاه پر واضح است كه تبديل

نكتة اصلي ايـن اسـت كـه بـه ازاي هـر صـفري در درونِ منحنـيِ اوليـه، فـازِ منحنـيِ           

به لحاظ هندسي يعني در همان جهتي كه منحنيِ اول ايـن  . تغيير خواهد نمود °360يافته،  لتبدي

روشن است كـه اگـر قطبـي در    . صفر را دور زده است، منحنيِ تبديل يافته، مبدأ را دور خواهد زد

خلاصه به . مبدأ را در جهت معكوس دور خواهد زد، درون منحني باشد، آنگاه منحني نگاشت يافته

  .ها بيشتر باشند، در همان جهت مبدأ دور زده خواهد شد دادي كه صفرها از قطبتع

هاي ساعت دور زده شود، نايكوئيست حاصل نيز  دايرة بزرگ در جهت عقربه پس اگر نيم

هاي سمت راستي بيشـتر اسـت، مبـدأ را در جهـت      به تعدادي كه صفرهايِ سمت راستي از قطب

  .زندهاي ساعت دور مي عقربه

+                       )15 -3پ(  = , 
 -  

+                )16 -3پ( =   تعداد دورها در جهت ساعت حولِ مبدأ

,                )17 -3پ( =   تعداد صفرهايِ ناپايدار

-               )18 -3پ( = هايِ قطب ناپايدار  تعداد  
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�.(رة حلقه در ادامه به رابطة بينِ به = /
1(ج حلقه و مخرجِ همة نتاي) 0 � توجه ) �.

  .نويسيم كنيم و ضمناً رابطة كلي بالا را براي اين مخرج مي مي

1                   )19 -3پ(  � /
0 = 0�/

0  

11+              )20 -3پ( � .�2 = ,11 � .�2 
 -11 � .�2 

1حال دقت كنيد كه صفرهايِ ناپايدارِ  � هاي ناپايدارِ نتيجة حلقه است  همان قطب �.

  :پس داريم. هاي ناپايدارِ بهرة حلقه است هايِ ناپايدارش همان قطب و قطب

11+        )21 - 3پ(  � .�2 = يدارِناپا نتيجة حلقه1 2تعداد قطبهايِ  


  2تعداد قطبهايِ ناپايدارِ بهرة حلقه1

4تعداد قطبهايِ ناپايدارِ نتيجة حلقه3        )22 -3پ( = +11 � .�2 �

 2تعداد قطبهايِ ناپايدارِ بهرة حلقه1

 و اما نايكوئيست.�  1با نايكوئيست �  چه فرقي دارد؟ اگر تماميِ نقاط به دسـت  �.

لـذا  . آيـد آمدة اولي را يك واحد حقيقي، به سمت راست انتقال دهيم منحنـي دوم بـه دسـت مـي    

11+بررسي � به ايـن ترتيـب   .  1
حول نقطة  2�.1+حول مبدأ معادل است با بررسي  2�.

1لازم نيست نايكوئيست  � كفايـت خواهـد نمـود و     �.رسم گردد بلكه همان نايكوئيست  �.

  .ت بالا را به صورت زير نهايي نمودتوان عبار مي

4تعداد قطبهايِ ناپايدارِ نتيجة حلقه3     )23 -3پ(  = 3
4تعداد دورهاي بهرة حلقه حولِ 1 �
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 2تعداد قطبهايِ ناپايدارِ بهرة حلقه1

  :گذاري را به صورت زير قرارداد كنيمو اگر نام

,          )24 -3پ( =   تعداد قطبهايِ ناپايدارِ نتيجة حلقه

-          )25 -3پ( =   تعداد قطبهايِ ناپايدارِ بهرة حلقه

+         )26 -3پ( = 
 در جهت ساعت   تعداد دورهاي نايكوئيست بهرة حلقه حولِ 1

  :توان نوشت آنگاه مي

,                    )27 -3پ( = + � - 

5را به جايِ  �.اگر 
�به صورت  6 5

در نظر بگيريد، آنگاه كافي است بـه جـايِ بررسـي     6


منحني را حولِ دورهاي  1
تعداد دورها حولِ  �
توانيـد بـه ازايِ    و به اين ترتيب مـي بشماريد   


، نقطـة   �ر دادنِ با تغيي. هاي گوناگون بحث پايداري را انجام دهيد� �
كـه دور زدن را بايـد   (  

 اين كار در. در نتيجه تعداد دور زدن نيز ممكن است تغيير كند .گردد نيز جابجا مي )حول آن شمرد

هـاي گونـاگون تغييـر خواهـد     �گيري دربارة پايداري به ازايِ  دهد و نتيجه را نيز تغيير مي ,ادامه 

  .نمود

اند، دربـارة   هايي كه در بخش پيشين نايكوئيست آنها رسم شده ونهدر ادامه با توجه به نم

بـراي شـمردن تعـداد دور توصـيه     . كنـيم  شان باشند، بحث مي اي كه آنها بهرة حلقه پايداريِ حلقه
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1
شود، بـرداري را در نظـر بگيريـد كـه ابتـداي آن، نقطـة        مي     اسـت و انتهـاي آن روي نقـاط

مسير را روي نايكوئيست طي . دلخواهي كه خواستيد آغاز كنيد سپس از هر نقطة. نايكوئيست است

در فرآيند طي مسير، زاوية نهايي را كه اين بردار جاروب . نماييد تا دوباره به نقطة آغازين بازگرديد

هايي كه در ايـن زاويـة جـاروب شـده اسـت، همـان تعـداد         °360تعداد . كند، به دست آوريد مي

  .خواهيد دورهايي است كه مي

   - 8 - 3مثال پ

�اي كـه بهـرة حلقـة آن     خواهيم دربارة پايداريِ حلقـه  مي 	
هـاي  �اسـت بـه ازاي    	��

	نايكوئيست  .گوناگون بحث كنيم
دقت كنيد كه در اينجا . در نظر بگيريد 4 -3شكل پ را در  	��

- = ,است و لذا  0 = 
پس كافي است تعداد دفعاتي كه نايكوئيست مزبور نقطة . + �
را دور   


،  ∞تا  0هاي مثبت از �براي . زند، بيابيم مي �
ترين قسمت محور حقيقي شـروع و بـه    از چپ  

+هـاي مثبـت   �در اينجا به ازاي تمـاميِ  . گردد ر ميت مبدأ نزديك و نزديك = ,و لـذا   0 = 0 


هاي منفي، �اما براي . ست و حلقه پايدار استا �
ترين قسمت محـور حقيقـي شـروع     از راست  


نيد كـه تـا   ك ملاحظه مي. گردد شده به مبدأ نزديك مي �
 = �يـا معـادلاً   ( 1 = 
، هنـوز  ) 1

+ = ,و  0 = 
اما از . است و پايداري داريم 0 �
 = 
تا  1 �

 = �يا معادلاً از ( 0 = 
تا  1

� = 
∞ ( ،+ = ,است و لذا  1 = به  آيد و حلقه است و لذا يك قطب ناپايدار به وجود مي 1

دانيد كه از تحليل مكان هندسـي و روث نيـز    كه البته به خوبي مي. ها، ناپايدار است ازايِ اين بهره

  .آيند همين نتايج به دست مي
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   - 9 - 3مثال پ

 اي بحث كنيم كه بهرة حلقة آن  پايداريِ حلقه خواهيم دربارة مي
نايكوئيست اين . است �


هاي مثبت يعنـي  �توجه كنيد كه براي . ايمرسم كرده 8 -3شكل پ بهرة حلقه را در  �
هـاي    

+منفي،  = هـا در نظـر    راسـتي هـاي روي محـور را جـزوِ سـمت      از طرفي چون قطـب . است 0

-ايم لذا  نگرفته = ,پس در اينجا نيز داريم . است 0 = هاي مثبت حلقه �پس براي تماميِ .  +


( هاي منفي �و اما براي . پايدار است �
+، )مثبت   = است و لذا حلقـه يـك قطـب ناپايـدار      1

  .معلوم بودهاي مكان هندسي و روث نيز به آساني  البته اين نتيجه از همة روش. دارد

   - 10 - 3مثال پ

�7اي بحث كنيم كه بهرة حلقة آن  خواهيم دربارة پايداريِ حلقه مي
ابتدا ملاحظه . است ��8

-كنيد كه  = 
هاي مثبت، تا �دقت كنيد كه براي . است 1 �
نرسيده كه معادلاً يعني  10
به   

� < +هاي منفي، �و همچنين براي تماميِ  0.1 = ,لذا . است 0 = است و حلقه ناپايـدار   1

0و اما براي . است > 
 �
 > 
∞يعني  10 > � > �

+: ، داريـم   �7 = 
,و لـذا   1 = و  0

  .گردد حلقه پايدار مي
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   - 11 - 3مثال پ

�>���777;اي بحث كنيم كه بهرة حلقة آن  خواهيم دربارة پايداريِ حلقه مي
. است �77=�����77���8

-ابتدا ملاحظه كنيد كه  = +هاي مثبت، �دقت كنيد كه براي همة . است 1 = اسـت و لـذا    1

, = + � - = بـه ازاي  . هاي مثبت دو قطـب ناپايـدار دارد  �است و در نتيجه حلقه به ازاي  2

+هاي منفي نيز � = ,است و لذا  0 =   . ناپايدار است بوده و هنوز حلقه دارايِ يك قطبِ 1

   - 9 - 3پ نيتمر

  نتيجه تحليل 

  .هاي مكان هندسي و روث نيز محك بزنيد را با روش11 -3مثال پ

  - 12 - 3مثال پ

�77اي بحث كنيم كه بهـرة حلقـة آن    خواهيم دربارة پايداريِ حلقه مي
ابتـدا  . اسـت  �?�<���

-ملاحظه كنيد كه  = +هـاي مثبـت،   �دقت كنيد كه بـراي همـة   . است 0 = اسـت و لـذا    2

, = هـاي  �بـه ازاي  . هاي مثبت دو قطب ناپايـدار دارد �است و در نتيجه حلقه به ازاي همة  2

+منفي نيز  =    .اپايدار استنيز هنوز حلقه داراي يك قطبِ ن �و لذا براي اين مقادير از  1

  - 10 - 3پ نيتمر
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  .هاي مكان هندسي و روث نيز محك زنيد را با روش12 -3مثال پنتيجه  

ملاحظه نموديد كه آنچه در به كارگيريِ نايكوئيست براي آزمون پايداري مهم است نقاط 

تر اين  براي يافتن دقيق. آيند ين نقاط به سادگي به دست نميگاهي ا. تقاطع با محور حقيقي است

تـوان فركـانس يـا     مـثلاً مـي  . اي گوناگون اسـتفاده كـرد  ه توان از راه نقاط چنانچه لازم باشد، مي

سپس در اين . شود مي °180در آنها فاز برابر با ضرايب صحيحِ ايي را به دست آورد كه ه فركانس

بود، در قسمت مثبـت حقيقـي تقـاطعي     °180اگر ضريب زوج . ه نمودا اندازه را محاسبه فركانس

راه ديگر اين است كه مقدارِ موهـومي را برابـر صـفر    . داريم و اگر ضريب فرد بود در قسمت منفي

آيد مقـدار حقيقـي نقـاط تقـاطع نايكوئيسـت      به ازاي فركانسي كه اينگونه به دست مي. قرار دهيد

  . تعيين خواهد شد

   - 13 - 3مثال پ

<��7A����7اي بحث كنيم كه بهرة حلقة آن  خواهيم دربارة پايداريِ حلقه مي

. است <����������77<�

-ابتدا ملاحظه كنيد كه  = ,پس در اين مسئله . است 0 = اما لازم است نايكوئيسـت  . است +

  .را رسم كنيم

ها از صفرها سه تا بيشتر اسـت،   و در پايان چون تعداد قطب است 180°
در شروع، فاز 

فاز بـه سـمت بـالاي محـور      1
اما در اين ميان ابتدا به دليل قطبِ در . رسد مي 270°
فاز به 

-اين فاز دوباره به سمت محور حقيقي متمايل مي 10
كند ولي به دليل دو صفرِ  حقيقي ميل مي

100
در ادامه دو قطبِ ديگري كه در . آيد تر نيز مي آن پاييناز  كند و شود و حتي آن را قطع مي 
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مطـابق بـا   . هستند باعث مي شوند كه نايكوئيست به بالاي محور برگردد و دوباره آن را قطع كند

  .دهيم اين تحليل دو نقطة تقاطع با محور حقيقي را براي نايكوئيست احتمال مي

180
حدوداً به  1ر فركانس براي يك حدسِ خوب كافي است توجه كنيد كه د 
 45 

180
به  10و در فركانس  
 90 � 2 × 45 = 
كه اين يعني حـدوداً  . رسد حدوداً مي 180

  .كنيم با سعي و خطا اين را دقيقاً بيابيم حال سعي مي. در همين فركانس تقاطعي داريم

فازِ كل             )28 -3پ(  = 
180 
 F�G
1 � � 2 F�G
1 �
10


 2 F�G
1 �
100

  

�       )29 -3پ( = 10 → فاز   = 
185  … � = 11.6 → فاز = 
180 

حال در اين فركانس كافي است اندازه را بـه  . رسيم مي 11.6با سعي و خطا به فركانسِ 

  .دست آوريم

�77��7A               )30 -3پ(��>�
�>√���>��7K��>�  

�                 )31 -3پ( = 11.6 → اندازه    = 1.48 

شود و اما نقطة ديگر قاعدتاً حـول و حـوش فركـانس     مي 1.48
پس يك نقطة تقاطع 

  .دهيم دوباره با سعي و خطا كار را ادامه مي. است 100

�            )32 -3پ( = فاز  100 = 
191 … → � = 78.5 … → اندازه = 0.08 
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لذا نايكوئيست به طور تقريبي به . خواهد بود 

  

<��7A����7ديل نمودار نايكوئيست براي تابع تب

 13-3؛ مثال پ<����������77<�

�يا  < �
�.=;(  ،+ = است و لـذا حلقـه يـك     1


�يا ( 
�.=; < � < �

7.7;( ،+ = يك ( است 0

افتـد كـه در   دور در جهت آن در منحني اتفـاق مـي  

0.08
براي . ها، حلقه پايدار است < 
 �
 < 0 

. ها حلقه داراي دو قطب ناپايدار است و لذا به ازاي اين بهره

+ است و لذا حلقه داراي يك قطـب ناپايـدار    =
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0.08
به اين ترتيب نقطة دوم تقاطع نيز 

  .شودرسم مي 16 -3شكل پ 

نمودار نايكوئيست براي تابع تب -16 -3شكل پ 


هاي مثبت تا �براي  �
 < 
يا ( 1.48

1.48
براي . قطب ناپايدار دارد < 
 �
 < 
0.08

دور در جهت آن در منحني اتفـاق مـي  هاي ساعت و يك دور در خلاف جهت عقربه

ها، حلقه پايدار است لذا به ازاي اين بهره). شود مجموع صفر دور مي

�يا معادلاً 
7.7; < � < ∞  ،+ = و لذا به ازاي اين بهره 2

=كه  هاي منفي ملاحظه كنيد�و بالاخره براي  1

  . خواهد بود
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كه به كمك روش مكان هندسي و روث نيز نتايج به دست آمده 

ابتـدا در مـورد پايـداري و يـا     . انـد زير دياگرام قطبي چند سيستم داده شده

شود، اظهار نظر كنيـد و  هاي ساخته مياي كه توسط فيدبك واحد اين سيستم

دقـت  . توانيد، قضاوت كنيدهاي ناپايدار حلقه بسته و حلقه باز هرچه مي

  . هاي مثبت رسم شده است
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  - 11 - 3پ نيتمر

كه به كمك روش مكان هندسي و روث نيز نتايج به دست آمده  براي تمرين خوب است

  .را محك بزنيد 13-3در مثال پ

 - 12 - 3تمرين پ

زير دياگرام قطبي چند سيستم داده شدههاي در شكل

اي كه توسط فيدبك واحد اين سيستمناپايداري حلقه بسته

هاي ناپايدار حلقه بسته و حلقه باز هرچه ميسپس در مورد تعداد قطب

هاي مثبت رسم شده استام فقط براي فركانسكنيد كه دياگر
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  12-3هاي قطبي تمرين پدياگرام -17 -3شكل پ 

 

 - 13 - 3تمرين پ

  .رسم كنيد. است ����اي را كه تابع تبديل آن دياگرام قطبي سامانه ـ الف

����                  )33 -3پ(  = �7���
������  

ديـاگرام بـود   . سـازيم حلقه بسته مـي  سامانهيك  ����با فيدبك واحد از خروجي  ـ  ب

حلقه بسته را از روي الف و بدون محاسبه تابع تبديل آن، به طور تقريبي رسم  سامانه) فقط اندازه(

  . كنيد

  . شكل قسمت ب بگوييدحلقه بسته را از روي  سامانهپهناي باند  ـ ج

و حد فـاز را   06Lالف حدفاز را بيابيد سپس فركانس گذر قسمت ابتدا از روي شكل  ـ  د

   .محاسبه كنيد دقيقاً

در فركـانس گـذر،   كـه   دست آورديد، محاسبه كنيده د بقسمت با توجه به آنچه در  ـ  ـه

  . ب چقدر تقريب داردقسمت دست آمده در ه شكل ب

 - 14 - 3تمرين پ

  :تابع تبديل زير را در نظر بگيريد
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����                  )34 -3پ( = M��8��
������  

اي هاي ناپايـدار سـامانه  با دو روش الف و ب در مورد پايداري و ناپايداري و تعداد قطب 

از منفـي بينهايـت تـا    ( هاي مختلـف  �يد به ازاي آكه از حلقه بسته فيدبك واحد آن به وجود مي

 . اظهار نظر كنيد) مثبت بينهايت

  با رسم دياگرام قطبي ـ الف

  دست آوردن تابع تبديل حلقه بستهه با ب ـ ب

  

  

  ستايش از آن خداوند است
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